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ВСТУП 
Теоретична механіка – одна з найважливіших наук фізико-
математичного профілю, що формує науковий світогляд інженера. На її 
законах базуються такі загально інженерні дисципліни, як опір матеріа-
лів, будівельна механіка, прикладна механіка, деталі машин, теорія ма-
шин і механізмів, гідравліка та  ін. Тому вивчення теоретичної механіки 
необхідне як для розуміння цих дисциплін, так і для наукового тлума-
чення явищ природи. 
Даний навчально-методичний посібник складено з метою допомо-
ги студентам будівельних, електромеханічних, екологічних і транспорт-
них спеціальностей вузу в самостійній роботі, при підготовці до занять, 
контрольних робіт, тестового контролю, захисту змістовних модулів, 
заліків та іспитів з теоретичної механіки.  
Визначення: 
Теоретична механіка – наука про найбільш загальні закони меха-
нічного руху та рівноваги матеріальних тіл і виникаючі між ними взає-
модії. 
 
1  СТАТИКА 
 
Статика – розділ теоретичної механіки, який вивчає методи пере-
творення одних систем сил в інші, їм еквівалентні, а також умови рівно-
ваги твердих тіл під дією системи сил.  
Абсолютно тверде тіло – матеріальне тіло, в якому відстань між 
будь-якими двома точками не змінюється. 
Матеріальна точка – найпростіша модель матеріального тіла, 
розмірами якого при умовах даної задачі можна знехтувати.   
Механічна система – сукупність взаємозв’язаних матеріальних 
точок, положення і переміщення кожної з яких залежить від положення 
і переміщення всіх інших. 
Сила – це величина, що є мірою механічної взаємодії двох тіл. Си-
ла – векторна величина, яка визначається модулем, лінією дії, напрям-
ком дії та точкою прикладення. 
 
Одиницею виміру сили є 1 нью-
тон (1 Н = 1 кг⋅м/с2), або 1 кілограм 
сили (1 кГ),  1 кГ ≈ 9,8 Н. 
Лінія дії сили – лінія DЕ, уз-
довж якої напрямлена сила. 
Система сил – сукупність сил, 
що діють на будь-яке тіло. 
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Еквівалентні системи сил – системи сил, під дією яких тверде ті-
ло знаходиться в однаковому стані (рівноваги або руху).  
Позначається «~». 
Зрівноважена система сил (або еквівалентна нулю) – система 
сил, під дією якої тверде тіло знаходиться у стані рівноваги. 
Рівнодійна системи сил – сила, еквівалентна даній системі сил. 
Аксіоми статики: 
1. Дві сили, що діють на вільне абсолютно тверде тіло, зрівнова- 
 
 
жені тоді і тільки тоді, коли вони 
рівні за величиною, протилежні за 
напрямом і діють уздовж однієї пря-
мої: 
21 FF −= . 
2. Приєднання і відкидання 
взаємно зрівноваженої системи не 
порушує рівновагу абсолютно твер-
дого тіла.  
Наслідок з аксіом 1 і 2: Дія сили на абсолютно тверде тіло не змі-
нюється, якщо перенести силу уздовж лінії дії в іншу точку тіла. 
 
3. Система двох сил, прикладених в одній точці під деяким кутом 
одна до одної, має рівнодійну, яка за своєю величиною і напрямом дорі-
внює діагоналі паралелограма, побудованого на цих силах як на сторо-
нах. 
4. Сили взаємодії двох тіл завжди рівні за величиною і діють по 
одній прямій у протилежних напрямах. 
5. Невільне матеріальне тіло можна розглядати як вільне, якщо 
в’язі замінити їх реакціями. 
6. Принцип затвердіння: рівновага здеформованого тіла не пору-
шиться, якщо тіло вважати абсолютно твердим. 
Вільне тіло – це таке тіло, на переміщення якого не накладені об-
меження. 
В’язі – це тіла, що обмежують рух даного тіла. 
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Реакція в’язі – це сила, з якою в’язь діє на тіло, рух якого вона 
обмежує. 
Види в’язей і напрям їх реакції: 
1. Ідеальна гладенька поверхня. 
 
Реакція такої поверхні спрямована перпендикулярно до дотичної 
площини, проведеної до поверхні цієї опори у точці стику з даним тілом. 
 
2. Ребро 
   
Якщо опора є ребром, реакція в’язі спрямована по нормалі до тієї 
поверхні, до якої можна провести нормаль. 
 
3. Гнучка в’язь. 
 
Такі в’язі працюють тільки на розтяг. Їх реакції напрямлені вздовж 
нитки, каната, ланцюга, якщо вони прямолінійні, або по дотичній в точ-
ці А в іншому випадку. 
 
4. Рухомий шарнір. 
 
Реакція такої в’язі спрямована перпендикулярно до опорних пло-
щин, на яких знаходяться котки. 
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5. Нерухомий шарнір. 
 
Реакція нерухомого шарніра може мати довільний напрям залежно 
від сил, прикладених до тіла. Тому реакцію R  нерухомого шарніра по-
казують у вигляді двох взаємно перпендикулярних складових, напрям-
лених звичайно вздовж координатних осей: 
   ; 22
y
RRRRRR xyx +=+= . 
 
6. Ідеальний стержень. 
 
Так називається тонкий невагомий стержень, закріплений двома 
шарнірами на його кінцях. Такий стержень працює тільки на розтяг або 
на стиск, якщо в проміжних точках на нього не діють ніякі сили. Реакція 
ідеального стержня напрямлена по осі стержня.  
 
7. Жорстке защемлення (нерухоме закріплення). 
 
Балка АВ одним своїм кінцем жорстко закріплена в стіні, а другий 
іі кінець служить опорою для конструкції. Якщо на балку діють сили, то 
в закріпленні виникають реакції, що складаються із сили AR  яку зобра-
жують у вигляді двох взаємно перпендикулярних складових 
AAA YXR +=  і пари сил з моментом АМ . 
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8. Сила тертя ковзання ТF . 
 
 
У цьому випадку реакцію опори можна розкласти на дві складові: 
силу N , нормальну до поверхні опори, і силу тF , дотичну до поверхні 
опори (силу тертя). Сила тертя дорівнює: 
NfF ⋅≤т , 
де f – коефіцієнт тертя ковзання, αcos⋅= PN ,  
   
Р
 – сила ваги тіла. 
 
9. Підп’ятник і підшипник. 
 
 
Якщо циліндричний шарнір не перешкоджає переміщенню тіла 
тільки в одному напрямі вздовж осі циліндра і перешкоджає перемі-
щенню у протилежному напрямі, то такий циліндричний шарнір назива-
ється підп’ятником. Опорна реакція підп’ятника має три складові по 
трьох взаємно перпендикулярних напрямах 
 
BBBB ZYXR ++= . 
Якщо циліндричний шарнір не перешкоджає переміщенню тіла 
тільки в одному напрямі вздовж осі циліндра, то такий циліндричний 
шарнір називається підшипником. Опорна реакція підшипника має дві 
складові по двом взаємно перпендикулярним напрямам 
 
22
      ,
A
ZXRZXR AAAAA +=+= . 
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10. Сферичний шарнір. 
 
У випадку сферичного шарніра тіло може обертатися навколо 
центра шарніра, але не має змоги переміщуватись у будь-якому напрямі. 
Реакцію сферичного шарніра виражають трьома складовими у трьох 
взаємно перпендикулярних напрямах: 
 
AAAA ZYXR ++= . 
 
1.1 Система збіжних сил 
 
Система збіжних сил – 
це така система сил, лінії дії 
яких перетинаються в одній 
точці. Тут точка О – точка 
збігу сил. 
 
 
 
Теорема про три непаралельні сили: Якщо тіло перебуває в рів-
новазі під дією трьох непаралельних сил, що лежать в одній площині, то 
лінії дії усіх трьох сил перетинаються в одній точці. 
За допомогою цієї тео-
реми можна в певному випа-
дку визначити лінію дії, на-
приклад, реакції AR  нерухо-
мого шарніра, враховуючи, 
що лінії дії сили ваги P  і 
реакції N  відомі. 
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Теорема про рівнодійну системи збіжних сил: 
Система  збіжних  сил має рівнодійну, що дорівнює геометричній  
 
(векторній) сумі цих сил і прикладена в 
точці перетину їх ліній дій. 
∑
=
=
n
i
iFR
1
. 
 
Умови рівноваги системи збіжних сил: 
Для рівноваги системи збіжних сил необхідно і достатньо, щоб рі-
внодійна системи сил дорівнювала нулю (геометричні умови): 
0=R , 
або сума проекцій цих сил на осі координат дорівнювала нулю (аналіти-
чні умови): 
∑
=
=
n
i
iхF
1
;0          ∑
=
=
n
i
iуF
1
;0           ∑
=
=
n
i
izF
1
.0  
Якщо всі сили системи збіжних сил розташовані в площині, на-
приклад ХОУ, то для їх рівноваги повинно бути 
∑
=
=
n
i
iхF
1
;0          ∑
=
=
n
i
iуF
1
.0  
   
1.2 Проекція сили на вісь 
 
 
Проекція сили на вісь – 
алгебраїчна величина, що дорі-
внює довжині відрізка між про-
екціями початку і кінця сили на 
цю вісь. Проекція має знак «+», 
якщо вектор сили нахилений у 
бік додатного напрямку осі, і 
знак «-» - якщо в бік від’ємного 
напрямку.  
Величина проекції сили визначається розв’язанням трикутника 
АВС, який утворюється початковою силою і лініями, паралельними 
осям координат.  
Якщо сила перпендикулярна до осі, то її проекція на цю вісь дорі-
внює нулю.  
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Тому Fx = F ⋅ cosα,  
Fy= - F ⋅ sinα , 
Tx = 0,   Ty = T. 
Якщо сила знаходиться у 
просторі, то її проекції визна-
чаються так: 
,coscoscos βαβ FFF xyx =⋅=
,sincossin βαβ FFF xyy =⋅=  
.sinαFFz =  
 
 
1.3 Моменти сили і пари сил 
 
1.3.1 Момент сили відносно точки 
 
Плечем h сили F  відносно точки О називається довжина перпен-
ди-куляра, проведеного з точки до лінії дії сили. 
Модуль моменту   hFrFFМ A ⋅=⋅⋅= αsin)(0 . 
 
Моментом сили 
відносно точки О на-
зивається вектор 
)(0 FМ , модуль якого 
дорівнює добутку сили 
на плече, прикладений у 
цій точці О і напрямле-
ний перпендикулярно 
до площини, що прохо- 
дить через точку О і лінію дії сили, у той бік, звідки обертання сили від-
носно точки видно проти ходу стрілки годинника. 
Вектор моменту сили )(0 FМ  можна подати як векторний добуток 
радіуса-вектора точки прикладення сили на вектор сили: 
)()()()(0 xyzxyz
zyx
A yFxFkxFzFjFyFi
FFF
zyx
kji
FrFМ −+−+−==⋅= , 
де zyx ,,  – декартові координати точки А прикладання сили; 
    zyx FFF  , ,  – проекції сили F  на осі координат; 
   kji  , ,  – орти осей zyx ,, . 
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При розв’язанні задач у площині використовують поняття алгебра-
їчного моменту сили відносно точки. 
Правило визначення алгебраїчного моменту сили F  відносно точки : 
1. Провести лінію дії сили (пряма ДЕ). 
2. З вибраної точки О провести перпендикуляр на лінію дії сили 
(його довжина h – плече сили). 
3. Скласти добуток модуля сили на плече  ( hF ⋅ ). 
4. Взяти знак «+», якщо сила прагне обертати плече відносно точ-
ки проти руху годинникової стрілки, і знак «-» – якщо за стрілкою го-
динника:  .)(0 hFFМ ⋅±=  
 
 
Алгебраїчний момент сили відносно точ-
ки дорівнює нулю, якщо лінія дії сили прохо-
дить через цю точку. Тоді плече h = 0, а момент 
.00)(0 =⋅= FNМ  
 
 
1.3.2 Момент сили відносно осі 
 
Моментом сили відносно осі z називається проекція на цю вісь 
вектора моменту сили відносно точки, що лежить на осі: 
 
 [ ] αcos)()()( 00 ⋅== FMFMFМ zz . 
Момент сили відносно осі характе-
ризує обертальну дію сили навколо даної осі. 
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Правило визначення моменту сили F  відносно осі z: 
 
1. Провести площину, перпен-
дикулярну до осі z і знайти точку О 
перетину осі з площиною. 
2. Спроектувати силу на прове-
дену площину (вектор xyF  – проекція 
сили F  на площину). 
3. Знайти момент отриманої си-
ли xyF  відносно точки перетину осі з 
площиною Оху:   
hFFМ xyху ⋅±=)(0 . Взяти знак «+», якщо з додатного кінця осі z видно, 
що проекція сили xyF
r
 прагне обертати площину навколо осі проти руху 
годинникової стрілки, і знак «-» – якщо за стрілкою годинника. 
4. Момент сили F  відносно осі z визначити як 
.)()( 0 hFFMFМ xyxyz ⋅±==  
Момент сили відносно осі дорівнює нулю, якщо: 
а) сила паралельна осі (в цьому випадку проекція сили на площину 
0=xyF ); 
б) лінія дії сили перетинає вісь (при цьому плече 0=h ). 
 
1.3.3 Момент пари сил 
 
Парою сил називається система двох розташованих в одній пло-
щині сил, які рівні за величиною, протилежно напрямлені і не лежать на 
одній лінії дії. 
 
 
Плече пари d – найкоротший відрізок між лініями дії сил, що 
складають пару. 
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Моментом пари сил називається  вектор ),( 21 FFM , модуль якого  
 
дорівнює добутку однієї з сил 
пари на плече пари, напрямлений 
перпендику-лярно до площини дії 
пари у той бік, звідки обертання 
пари сил видно проти ходу стріл-
ки годинника. 
Модуль моменту пари 
.),( 2121 dFdFFFM ⋅=⋅=  
Властивості пари сил: 
1. Пара сил не має рівнодійної. Тому пару сил не можна замінити 
або зрівноважити однією силою; її можна зрівноважити тільки іншою 
парою. 
2. Геометрична сума моментів сил, які складають пару, відносно 
будь-якої точки О не залежить від вибору цієї точки і дорівнює моменту 
пари сил:  
=+ )()( 2010 FMFМ ),( 21 FFM . 
3. Дві пари еквівалентні, якщо їх моменти геометрично рівні.  
Наслідком цієї властивості є те, що пару сил, яка діє на абсолютно 
тверде тіло, можна переміщати у площині її дії, або у паралельну пло-
щину, при цьому можна змінювати модулі сил або плече пари, але збе-
рігати величину моменту і напрям обертання: 
 
 
 
 
якщо .11 СДРАВF ⋅=⋅  
 
 
4. Система кількох пар, як завгодно розташованих у просторі, екві-
валентна одній парі, момент якої дорівнює геометричній сумі моментів 
складових пар: 
∑
=
=
n
i
iMM
1
. 
Умова рівноваги системи пар сил: 
Пари сил, як завгодно розташовані у просторі, перебувають у рів-
новазі, якщо геометрична сума їх моментів дорівнює нулю: 
.0
1
=∑
=
n
i
iM  
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1.4 Довільна просторова система сил 
 
Просторова система сил – система сил, як завгодно розташова-
них у просторі. 
Відповідно до аксіоми 2 статики прикладену до тіла силу можна 
переносити вздовж її лінії дії в будь-яку іншу його точку. При цьому дія 
сили на тіло, а також стан тіла не змінюються.  
У ряді практичних задач рівноваги, пов’язаних зі спрощенням за-
даної системи сил, часто виникає необхідність перенесення сили до за-
даного центра паралельно самій до себе. На відміну від попереднього 
випадку паралельне перенесення сили призводить в умовах збереження 
початкового механічного стану тіла до зміни системи діючих на нього 
силових факторів. 
Лема про паралельний перенос сили: не змінюючи механічного 
стану абсолютно твердого тіла, силу можна перенести паралельно її 
початковому напряму в іншу довільну точку тіла, додаючи при цьому 
пару сил, момент М якої дорівнює моменту початкової сили відносно 
точки перенесення: 
 
 
 
модуль моменту 
 hFFММ В ⋅==  )(  
 
Головний вектор системи сил – вектор F , який дорівнює геоме-
тричній сумі всіх сил системи:    ∑
=
=
n
i
iFF
1
. 
Величина головного вектора визначається за формулами 
,
222
zyx FFFF ++=  
де zyx FFF ,,  – проекції головного вектора на осі координат: 
∑
=
=
n
i
ixx FF
1
;     ∑
=
=
n
i
iyy FF
1
;     ∑
=
=
n
i
izz FF
1
.  
Напрям головного вектора визначається напрямними косинусами: 
( ) ;,cos
F
FFx x=
     
( ) ;,cos
F
F
Fy y=      ( ) .,cos
F
FFz z=
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Головний момент системи сил відносно точки О – вектор 0М , 
який дорівнює геометричній сумі моментів сил системи відносно тієї ж 
точки: ∑
=
=
n
i
iFMM
1
00 ).(  
Величина головного моменту 0М  відносно деякого центра зве-
дення О дорівнює: 
,
2
0
2
0
2
00 z—› ММММ ++=  
де zyx MMM 000 ,,  – проекції головного моменту на осі координат, 
рівні алгебраїчним сумам моментів усіх сил відносно осей zyx  , , , що 
проходять через центр зведення О: 
∑
=
=
n
i
ixx FMM
1
0 );(    ∑
=
=
n
i
iyy FMM
1
0 );(    ∑
=
=
n
i
izz FMM
1
0 ).(  
Напрям головного моменту 0М  визначається за формулами 
( ) ; ,cos
0
0
0 M
M
Mx x=    ( ) ; ,cos
0
0
0 M
M
My y=
   
( ) . ,cos
0
0
0 M
MMz z=  
Теорема про зведення довільної системи сил (основна теорема 
статики): Довільну систему сил, прикладених до абсолютно твердого 
тіла, можна звести: до сили F , яка дорівнює головному вектору цієї 
системи сил і прикладена у довільному центрі зведення О, і до пари сил, 
момент якої 0М  дорівнює головному моменту системи сил відносно 
центра зведення: 
 
 
 де  ∑
=
=
n
i
iFF
1
, 
∑
=
=
n
i
iFMM
1
00 ).(  
 
Окремі випадки зведення сил: 
1) 0 ;0 0 == MF  – система сил зрівноважена, тобто тверде тіло 
під дією такої системи сил знаходиться у рівновазі; 
2) 0 ;0 0 ≠= MF  – система сил зводиться до пари сил, момент якої 
не залежить від центра зведення; 
  
18
3) 0≠F , скалярний добуток 0)( 0 =⋅ MF  (іншими словами, 0≠F  
і або 00 =М , або FM ⊥0 ) – система сил зводиться до рівнодійної F , 
яка або проходить через центр зведення (якщо 00 =М ), або ні  
(якщо 00 ≠М ); 
 
 
4) 0≠F , скалярний добуток 
0)( 0 ≠⋅ MF  (тобто 00 ≠М  і 
FM ⊥/0 ) – система сил зводиться до 
динамічного гвинта або динами, яка 
складається з сили F  і пари сил, 
площина дії якої перпендикулярна до 
напрямку F (осі динами).  
Якщо вектор 0М  паралельний до F , то вісь динами проходить 
через центр зведення; якщо 0М  не паралельний до F , то вісь динами 
не проходить через центр зведення. 
Умови рівноваги довільної просторової системи сил: Для рів-
новаги довільної просторової системи сил необхідно і достатньо, щоб 
головний вектор і головний момент цієї системи дорівнювали нулю 
(геометричні умови): 
;0=F     0M =0, 
або суми проекцій усіх сил на кожну з трьох координатних осей і суми 
їх моментів відносно цих осей дорівнювали нулю (аналітичні умови): 
∑ ∑
= =
==
n
i
n
i
ixix FMF
1 1
;0)(  ;0  
∑ ∑
= =
==
n
i
n
i
iуiу FMF
1 1
;0)(  ;0  
∑ ∑
= =
==
n
i
n
i
iziz FMF
1 1
.0)(  ;0  
Умови еквівалентності двох систем сил: Дві системи сил { }nFF ,...,1  і { }mPP ,...,1  статично еквівалентні, якщо їх головні вектори 
)( PiF  і головні моменти відносно будь-якого центра ) і ( 00 PF MM  рівні 
між собою: 
,  =  PF  
. )()( 00 PMFM =  
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Теорема Варіньона (про момент рівнодійної): Якщо просторова 
система сил має рівнодійну R , то момент рівнодійної відносно будь-
якої точки О дорівнює геометричній сумі моментів усіх сил системи 
відносно тієї ж точки: 
 
∑
=
=
n
i
iFMRМ
1
00 )()(  
 
 
1.5 Довільна плоска система сил 
 
Плоска система сил – це така система сил, лінії дій яких розмі-
щені в одній площині. 
 
 
Зведення плоскої довільної системи сил: Ця система сил зво-
диться відносно центра зведення до сили F , яка дорівнює головному 
вектору системи сил і прикладена у довільному центрі зведення, і до 
пари сил, момент якої 0M  дорівнює головному моменту системи відно-
сно центра О. 
 
( )∑∑
==
==
n
i
i
n
i
i FМMFF
1
00
1
   , . 
Умови рівноваги довільної плоскої системи сил: Для рівноваги 
довільної плоскої системи сил необхідно і достатньо, щоб головний ве-
ктор і головний момент цієї системи дорівнювали нулю (геометричні 
умови): 
 
;0=F     0М =0, 
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або алгебраїчна сума проекцій усіх сил на дві взаємно перпендикулярні 
осі  і  алгебраїчна  сума  моментів  усіх  сил  відносно будь-якої точки на  
площині дорівнювали нулю (аналітичні умови): 
 
∑
=
=
n
i
ixF
1
 ;0   ∑
=
=
n
i
iyF
1
 ;0 ∑
=
=
n
i
iFM
1
0 .0)(  
Відзначимо, що кількість рівнянь рівноваги плоскої системи сил у 
загальному випадку дорівнює трьом. Ці рівняння можна подати ще у 
двох формах, а саме: 
 
∑
=
=
n
i
ixF
1
 ;0     ∑
=
=
n
i
iА FM
1
;0)(       ∑
=
=
n
i
iВ FM
1
.0)(  
(при цьому вісь Ох не повинна бути перпендикулярною до прямої АВ) 
або  
 
∑
=
=
n
i
iА FM
1
;0)(      ∑
=
=
n
i
iВ FM
1
;0)(      ∑
=
=
n
i
iС FM
1
0)(  
(при цьому точки А, В і С не повинні лежати на одній прямій). 
 
Теорема Варіньона для плоскої системи сил: Якщо плоска сис-
тема сил зводиться до рівнодійної, то її момент відносно будь-якої точ-
ки площини дорівнює алгебраїчній сумі моментів усіх сил системи від-
носно тієї ж точки: 
 
0М ( R ) =∑
=
n
i
iFM
1
0 ).(  
Цю теорему зручно використовувати для знаходження алгебраїч-
ного моменту сили відносно точки, розкладаючи силу на складові, па-
ралельні осям координат: 
 
,41)()()( ⋅−⋅−=+= yxyAxAA GGGMGMGM  
,71)()()( ⋅+⋅−=+= yxyAxAA FFFMFMFM  
де модулі складових 
,cos β⋅= GGx  βsin⋅= GGy , ,sinα⋅= FFx  .cosα⋅= FFу  
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1.6 Плоска система паралельних сил. Розподілені сили 
 
 
Система паралельних сил – це 
така система сил, лінії дії яких па-
ралельні між собою. 
Умова рівноваги плоскої си-
стеми паралельних сил: Для рів-
новаги плоскої системи паралель-
них сил необхідно і достатньо, щоб 
алгебраїчна сума проекцій усіх сил  
на вісь, паралельну силам, і алгебраїчна сума моментів усіх сил віднос-
но будь-якої точки на площині дорівнювали нулю: 
 
∑
=
=
n
i
iуF
1
;0      ∑
=
=
n
i
iFM
1
0 0)(  
(якщо всі сили паралельні осі Оу). 
 
Складання двох паралельних сил: 
1. Сили напрямлені в один бік: 
 
 
BCFАCF
FFR
⋅=⋅
+=
21
21 ,
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2. Сили напрямлені в різні боки )( 12 FF > : 
 
 
 
 
.
,
21
12
BCFАCF
FFR
⋅=⋅
−=
 
 
Розподілені сили (розподілене навантаження) – система парале-
льних сил, які діють на кожну точку об’єму, поверхні або лінії. 
 
 
 
Система розподілених сил (сили розподілені уздовж лінії) харак-
теризується її інтенсивністю q, тобто силою, яка припадає на одиницю 
довжини: [ ]
см
кГ
 ,
м
Н
=q  і т.п. 
 
Деякі найпростіші приклади розподілених сил: 
1. Рівномірно розподілені сили: constq = . 
 
 
Рівнодійна такої системи сил 
Q  дорівнює за модулем 
aqQ ⋅=  
і прикладена посередині відрізка, 
на який діють розподілені сили. 
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2. Сили, розподілені за лінійним законом:ї 
 
 
Рівнодійна Q  дорівнює за 
модулем 
aqQ ⋅= max2
1
 
і прикладена на відстані 3/а  від 
краю, де інтенсивність макси-
мальна. 
  
1.7 Методика розв’язання задач на рівновагу системи тіл 
 
 Якщо конструкція складається з кількох твердих тіл, з’єднаних 
між собою за допомогою в’язів (складена конструкція), то можна 
розв’язати задачу одним з двох способів: 
 1) розглянути рівновагу всієї конструкції і додатково рівновагу 
одного або кількох окремих твердих тіл, що складають конструкцію; 
 2) початкову конструкцію відразу розчленити на окремі тверді 
тіла і розглянути рівновагу кожного з них окремо. 
Приклад 1. Два невагомих стержні АDС i BC з’єднані між собою 
шарніром С і закріплені нерухомими шарнірами А і В. На конструкцію 
діють сили  Р1 = 10 кН,  Р2 = 20 кН,  розподілене  навантаження  інтен-
сивністю q = 4 кН/м і пара сил з моментом М = 50 кНм. Розміри задані 
на вихідній схемі. Треба визначити реакції опор А і В, а також тиск у 
проміжному шарнірі С складеної конструкції. 
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Розв’язання:  При  розв’язанні  задачі  першим  способом  бу-
демо розглядати рівновагу всієї складеної конструкції, а також стержня 
СВ окремо. Побудуємо розрахункову схему: відкинемо опори і заміни-
мо їх реакціями BBAA YXYX ,,, , замінимо розподілене навантаження 
зосередженою силою Q = 3q, прикладеною в середині ділянки AD, по-
будуємо осі координат. 
При цьому шарнір С вважатимемо нерухомим, використавши аксі-
ому 5 затвердіння. 
Визначимо величини сил xPQ 2,  і yP2 : 
 
 
Q = 3q = 3⋅4 = 12 кН, 
   Р2х=Р⋅sin 30o, 
   P2y=P⋅cos 30o. 
 
Складемо рівняння рівноваги нерозчленованої конструкції: 
,02
1
=−++=∑
=
xBA
n
i
ix PQXXF                     (1) 
,021
1
=−−+=∑
=
yBA
n
i
iy PPYYF        (2) 
.0245,15)( 21
1
=⋅+−⋅+⋅−⋅−=∑
=
xA
n
i
iB PMPQYFM      (3) 
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Далі розчленимо конструкцію на 
складові елементи і розглянемо окремо 
стержень ВС. Дію відкинутої констру-
кції ADC замінимо реакціями CC YX ,  у 
шарнірі С. 
Примітка. Напрямки осей коор-
динат на обох розрахункових схемах 
повинні співпадати.  
Складемо рівняння рівноваги сте-
ржня ВС: 
 
,02
1
=−−=∑
=
xCB
n
i
ix PXXF        (4) 
,02
1
=−+=∑
=
yCB
n
i
iy PYYF        (5) 
.013)( 2
1
=⋅−⋅=∑
=
xB
n
i
iC PXFM       (6) 
Відповідно до розглянутих розрахункових схем ми маємо шість 
невідомих реакцій опор BBAA YXYX ,,,  та реакції CC YX ,  у шарнірі С. 
Визначимо їх із складених шести рівнянь рівноваги. 
Із третього рівняння знаходимо 
кН,6,1
5
5,11250230sin20410
5
5,1230sin4 21
−=
⋅−−⋅°+⋅
=
=
⋅−−⋅°+⋅
=
QMPPYA
 
з другого рівняння отримаємо 
92,2830cos2010)6,1(21 =°++−−=++−= yAB PPYY  кН. 
Із шостого рівняння знаходимо 33,3
3
30sin20
3
30sin2
=
°⋅
=
°
=
PX B  кН, з 
п’ятого отримаємо 6,1192,2830cos2030cos2 −=−°⋅=−°= BC YPY  кН, з 
четвертого – 67,630sin2033,330sin2 −=°⋅−=°−= PXX BC  кН, і, нареш-
ті, з першого –  
 33,530sin201233,330sin2 −=°⋅+−−=°+−−= PQXX BA  кН. 
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Значення ссAA YXYX ,,,  менші від нуля, відповідно ці реакції в дій-
сності спрямовані протилежно зображеним на рисунку. 
Для перевірки одержаних величин реакцій опор BBAA YXYX ,,,  
розглянемо складену конструкцію в цілому і складемо рівняння момен-
тів відносно точки, через яку не проходять лінії дій цих реакцій, напри-
клад, відносно точки Е. Шарнір С знову будемо вважати нерухомим. 
Перевірка: 
=⋅+⋅+⋅−⋅−−⋅+⋅−⋅=∑
=
34415,113)( 22
1
BByxAAiE
n
i
XYPPMQYXFM
.027,14527,1459,910504018899,15333,3
492,28430cos20130sin20505,1121)6,1(333,5
=+−=+−−+++−=⋅+
+⋅+⋅−⋅°−−⋅+⋅−−⋅−= o
 
При цьому рівність нулю суми моментів сил відносно точки Е 
означає правильність визначених реакцій. 
 
Приклад 2. Знайти реакції опор А і В, а також тиск у проміжному 
шарнірі С складеної конструкції, на яку діють сили Р1 = 6 кН,                                  
Р2 = 10 кН, розподілене навантаження інтенсивністю q = 1,4 кН/м і пара 
сил з моментом М = 15 кНм. Розміри задані на початковій схемі,  
кутα = 60о. 
Розв’язання. При розв’язанні задачі другим способом будемо роз-
глядати рівновагу стержнів ADC i BC конструкції окремо. Побудуємо 
розрахункові схеми за звичайним правилом. Тут слід враховувати, що 
відповідно до аксіоми 4 реакції CC YX ,  і CC YX ′′ ,  в шарнірі С задоволь-
няють наступним рівностям: CCCC YYXX ′=′= , . Розподілене наванта-
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ження замінимо зосередженою силою Q = 4q, яку прикладемо в середи-
ні ділянки СВ. 
 
 
Визначимо величини сил QPP yx ,, 22 , що діють на стержень СВ: 
 7,8
2
31060sin  кН, 5
2
11060cos 2222 =⋅=°⋅==⋅=°⋅= PPPP yx кН, 
 
 
   Q = 4q = 5,6 кН. 
 
Складемо рівняння рівноваги стержня ВС: 
   ,02
1
=−=∑
=
xC
n
i
ix PXF                                        (1) 
   ,02
1
=−+−=∑
=
yBC
n
i
iy PRQYF                          (2) 
   .0542 2
1
=⋅−⋅+⋅−=∑
=
yB
n
i
C PRQM      (3) 
  
28
Далі складемо рівняння рівноваги стержня ADC: 
 
 
  ,030sin30cos1
1
=°+°−+=∑
=
CCA
n
i
ix YXPXF                         (4) 
         ,030sin60sin
1
=°−°−=∑
=
CCA
n
i
iy XYYF                                   (5) 
 
.0260sin230sin360cos
330cos2
1
1
=⋅°−⋅°−−⋅°+
+⋅°−⋅+−=∑
=
CCC
n
i
CAA
YXMY
XPMM
            (6) 
З отриманих шести рівнянь визначимо невідомі реакції: 
BCCAAA RYXMYX ,,,,, . 
Із третього рівняння знаходимо 
кН, 67,13
4
57,826,5
4
52 2
=
⋅+⋅
=
⋅+⋅
=
y
B
PQ
R  
з першого рівняння кН, 52 == xC PX  
з другого рівняння  
         кН 63,07,867,136,52 =+−=+−= yBC PRQY , 
з п’ятого рівняння  
кН, 05,3
2
15
2
363,030sin60sin =⋅+⋅=°+°= CCA XYY  
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з четвертого 
 
 
кНм. 14,21
2
2
363,02
2
153
2
163,03
2
352615260sin
230sin360cos330cos21
−=
=−−+−⋅+−=⋅°−
−⋅°−⋅°+⋅°−⋅+−=
C
CCCA
Y
XYXPMM
 
з шостого 
кН98,16
2
35
2
163,030cos60cos 1 −=−⋅+⋅−=−°+°−= PXYX CCA . 
Для перевірки розглянемо конструкцію в цілому і складемо для неї 
рівняння моментів відносно точки С, через яку не проходять лінії дій 
визначених реакцій. Шарнір С вважаємо затверділим. 
 
Перевірка: 
.057,8467,1326,51516205,33)98,1()14,21(
542123)( 21
1
≈⋅−⋅+⋅−−⋅−⋅−⋅−−−−=
=⋅−⋅+⋅−−⋅−⋅−⋅−−=∑
=
уBAAA
n
i
iC PRQMPYXMFM
 
Рівність нулю суми моментів сил відносно точки С означає, що за-
дачу розв’язано правильно.  
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1.8 Розрахунок плоскої ферми 
 
1.8.1 Основні визначення і припущення 
 
Фермою називається геометрично незмінна конструкція, що скла-
дається з прямолінійних стержнів, які з’єднуються між собою за допо-
могою шарнірів. 
Ферми являють собою досить розповсюджені складові частини 
промислових і цивільних споруд. Їх використовують як опори трубо-
проводів і ліній електропередач, радіовежі , конструкції кранів, елемен-
ти великих прольотів будівельних та спортивних споруд, елементи мос-
тів та ін. 
Якщо всі стержні ферми розташовані в одній площині, ферму на-
зивають плоскою. З’єднання стержнів ферми між собою називається 
вузлами. 
Основним завданням розрахунку ферми є визначення зусиль, що 
виникають у стержнях при дії зовнішнього навантаження. При цьому 
розрахунки виконують при наступних припущеннях: 
- усі зовнішні навантаження прикладені тільки у вузлах; 
- вагою стержнів і тертям у вузлах, які є ідеальними шарнірами, 
нехтують. 
Тоді на підставі першої аксіоми статики можна вважати, що стер-
жні ферми працюють тільки на розтяг або стиск. Наведені припущення 
вносять певну похибку в розрахунки у порівнянні з дійсним напруже-
ним станом стержнів, але ця похибка невелика і отримані результати 
можна використовувати для технічних розрахунків елементів ферми на 
міцність. 
Найпростішим прикладом ферми є 
система трьох стержнів, з’єднаних між 
собою шарнірами. 
 
Простою плоскою фермою називається ферма, яка може бути по-
будована з трикутної шляхом послідовного приєднання кожного нового 
вузла за допомогою двох нових стержнів. 
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Розглянемо зв’язок між кількістю вузлів п і кількістю стержнів k у 
простих фермах. Основний трикутник  має три вузли і три стержні. Для 
незмінного з’єднання з основним трикутником кожного з решти п-3 ву-
злів потрібно приєднати два стержні. Отже, загальна кількість стержнів 
у простої ферми з урахуванням трьох стержнів основного трикутника 
визначається так: 
323)3(2 −=+−= nnk . 
Покажемо, що проста ферма статично означена, якщо число опор-
них реакцій дорівнює трьом. Дійсно, для кожного вузла можна скласти 
два рівняння рівноваги, оскільки на нього діє збіжна система сил. Таким 
чином, усього можна скласти 2п рівнянь рівноваги. У ці рівняння бу-
дуть входити k невідомих зусиль у стержнях і три реакції опор. З ураху-
ванням формули  загальне число невідомих буде: 
nnk 23323 =+−=+ , 
тобто дорівнюватиме числу рівнянь рівноваги. Таким чином, задачу 
розрахунку простих ферм можна розв’язати методами теоретичної ме-
ханіки. 
Зазначимо, що якщо число стержнів k менше ніж підраховане за 
формулою, то така конструкція буде механізмом, тобто матиме можли-
вість рухатися. Якщо число стержнів більше, ніж підраховане за форму-
лою , або число опорних реакцій більше трьох, ферма буде статично 
неозначена і для її розрахунку треба застосувати методи будівельної 
механіки. 
 
1.8.2 Порядок розрахунку простої ферми 
 
1. Спочатку складають три рівняння рівноваги для визначення реа-
кцій опор ферми, розглядаючи останню в цілому як тверде тіло. Після 
визначення реакцій бажано скласти перевірочне рівняння. 
Формально умови рівноваги вузлів ферми включають у себе умови 
рівноваги ферми в цілому, тобто дають змогу знайти і реакції опор. Але 
попереднє визначення опорних реакцій суттєво спрощує розв’язання 
задачі. 
2. Далі визначають зусилля у стержнях ферми. 
Звичайно використовують два способи: вирізання вузлів і Ріттера. 
а) спосіб вирізання вузлів. Цим способом зручно користуватись, 
коли треба знайти зусилля в усіх стержнях ферми. Він зводиться до по-
слідовного розгляду умов рівноваги збіжних систем сил, прикладених 
до кожного з вузлів. При цьому кількість невідомих зусиль у вузлі не 
повинна перевищувати двох.  
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Для визначеності припускають, що всі зусилля направлені від вуз-
ла, тобто стержні розтягнуті. Якщо в результаті розрахунків значення 
зусилля буде від’ємним, то це означатиме, що стержень стиснутий. 
Останній вузол розглядають, як правило, для перевірки. 
Зусилля в окремих стержнях можуть виявитись нульовими, тобто 
стержні будуть не навантаженими. Такі стержні можна визначити за 
допомогою кількох лем. 
Лема 1. Якщо в не навантаженому вузлі ферми збігаються два сте-
ржні , то зусилля в цих стержнях дорівнюватимуть нулю, тобто 
  
 
 
01 =S   і  .02 =S  
 
Лема 2. Якщо в не навантаженому вузлі ферми збігаються три сте-
ржні , з яких два розташовані на одній прямій, то зусилля у третьому 
стержні дорівнює нулю: 03 =S . 
 
Лема 3. Якщо до вузла, в якому збігаються два стержні, прикладе-
на зовнішня сила P  у напрямку одного з стержнів, то зусилля у друго-
му стержні дорівнює нулю: 02 =S . 
 
 
б) спосіб Ріттера. Цим способом зручно користуватись, коли тре-
ба знайти зусилля в окремих стержнях ферми, зокрема, для перевіроч-
них розрахунків. Згідно з цим способом ферму розподіляють на дві час-
тини перерізом, який проходить не більше, ніж через три стержні, і роз-
глядають рівновагу однієї з частин. Зусилля в перерізаних стержнях 
направляють від перерізу, тобто припускають (як і в способі вирізання 
вузлів), що всі стержні розтягнуті. Далі складають рівняння рівноваги 
так, щоб у кожне рівняння увійшло тільки одне зусилля стержня, через 
який пройшов переріз. Для цього складають рівняння моментів відносно 
 А 
 1S  
 2S  
  
33
точки площини (цю точку називають точкою Ріттера), через яку про-
ходять лінії дій зусиль двох інших стержнів, які потрапили в переріз. 
Якщо два інших стержні перерізу виявляються паралельними, то скла-
дають рівняння проекцій сил на вісь, яка перпендикулярна до цих пара-
лельних стержнів. Таким чином, спосіб Ріттера дає змогу визначить зу-
силля в будь-якому стержні ферми незалежно від зусиль в інших стерж-
нях. 
Аналізуючи вищеназвані способи визначення зусиль у стержнях, 
зазначимо, що зусилля способом вирізання вузлів визначають послідов-
но, переходячи від одного вузла до сусіднього. Це може призвести до 
накопичення похибок, тому бажано значення знайдених зусиль при роз-
гляді наступних вузлів брати якомога точнішими. Крім того, помилка у 
визначенні одного зусилля призведе до неправильних розрахунків усіх 
інших стержнів, що залишились. 
Спосіб Ріттера на відміну від попереднього не призводить до на-
копичення похибок, бо всі зусилля визначаються незалежно одне від 
одного. Але одночасно це не дає можливості помітити грубі помилки, 
що можуть трапитись при обчисленні. У деяких фермах також не всі 
зусилля можуть бути визначені способом Ріттера незалежно одне від 
одного. 
Таким чином, найкраща методика визначення зусиль у стержнях 
ферми полягає в поєднанні способів вирізання вузлів і Ріттера. При 
цьому всі зусилля визначаються за способом вирізання вузлів і деякі з 
них перевіряють способом Ріттера. 
 
Приклад 1. Визначити зусилля у стержнях ферми, на яку діє зада-
на сила P  = 10 кН. Зусилля у стержнях 2, 3, 4 перевірити способом Ріт-
тера. 
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Розв’язання: 
1. Розглянемо рівновагу ферми і визначимо реакції опор А і В: 
 
 
 
∑
=
=
n
i
ixF
1
 ;0 AX  ;045cos
0
=⋅+ P  
AX  -72-5=2
21045cos 0 ≈⋅−=⋅−= P  (кН) 
∑
=
=
n
i
iА FM
1
;0)(   ,032 =⋅−⋅−⋅ aPaPaR xyB  
де yx PP ,  – модулі складових сили P : ,45cos 0⋅= PPx  
,45sin 0⋅= PPy  
 14210
2
25325
2
13
≈=
+⋅
=
⋅+⋅
=
xy
B
PP
R  кН; 
∑
=
=
n
i
iyF
1
 ;0 ;045sin 0 =−+ PRY BA  
7252102545sin 0 −≈−=−=−= BA RPY  (кН). 
 
Перевірка: =⋅−⋅+⋅−=∑
=
aRaXaYFM B
n
i
AAiД
1
3)(  
.00)21025215(210)25(3)25( =⋅=−−=⋅−⋅−+⋅−−= ааааа  
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2. Визначимо зусилля у стержнях ферми методом вирізання вузлів: 
а) розглянемо рівновагу вузла А: 
 
 
 
∑
=
=
n
i
iyF
1
 ;0 ;045sin 01 =+ AYS  
10
2/2
)25(
45sin 01
=
−
−=−=
AYS  (кН); 
∑
=
=
n
i
ixF
1
 ;0 ;045cos 201 =++⋅ SXS A  
 ;025-25=
2
210)25(45cos 012 =⋅−−−=⋅−−= SXS A  
 
б) розглянемо рівновагу 
вузла С: 
∑
=
=
n
i
iyF
1
 ;0  
);(10 
    ;045sin45sin
13
0
3
0
1
кНSS
SS
−=′−=
=−′−
 
 
∑
=
=
n
i
ixF
1
 ;0 ;045cos45cos 40301 =+′+⋅− SSS  
=−⋅=
0
3
0
14 45cos45cos SSS  1425+25=2
2(-10)-
2
210 ≈⋅  (кН); 
(за модулем 1011 ==′ SS  кН); 
 
в) розглянемо рівновагу вузла 
В: 
∑
=
=
n
i
iхF
1
 ;0  
    ;045cos45cos 05032 =+′−′− SSS   
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   -10=
2
2
2
210-0
=
45cos
45cos
0
0
32
5
SSS ′+′= (кН); 
друге рівняння можна використати для перевірки: 
∑
=
n
i
iуF
1
= =++⋅′− 05
0
3 45sin45sin SRS B  
=  ;02525+2-10=
2
210-
2
210+
2
210 =+⋅−   
( 22 SS =′ ; 33 SS =′ ); 
 
г) для перевірки розглянемо останній вузол Д : 
∑
=
=
n
i
iхF
1
 ;0   45cos45cos 0054 =+′−′− РSS  
=
 ;02525+2-10=
2
210+
2
2(-10)-
2
210 =+⋅−  
∑
=
n
i
iуF
1
= =′−⋅−
0
5
0 45sin45sin SP
 ;0252-5=
2
2(-10)-
2
210 =+⋅−  
 
( 44 SS =′ ; 55 SS =′ ); 
 
3. Визначимо зусилля у 
стержнях 2, 3, 4 ферми мето-
дом Ріттера. Для цього прове-
демо переріз через ці стержні 
і розглянемо рівновагу, на-
приклад, лівої частини ферми: 
 
;0      ;0)( 2
1
=⋅+⋅+⋅−=∑
=
aSaXaYFM
n
i
AAiС  
;0)25(252 =−−−=−= AA XYS  
∑
=
n
i
iуF
1
=0;     ;045sin 03 =− SYA     10
/22
25
=
45sin 03
−=
−
=
AYS  (кН); 
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∑
=
=⋅−⋅−=
n
i
АiВ aSaYFM
1
4 ;02      ;0)(  
14210)25(224 ≈=−−=− AYS  (кН). 
 
Відповідь: 1) XA ≈ -7 кН; YA ≈ -7 кН;  RB=14 кН; знаки «-» означа-
ють, що справжнє направлення складових AA YX ,  протилежне показа-
ним на рисунках;  
2) S1 = 10 кН; S2 = 0;  S3 = -10 кН; S4 ≈ 14 кН; S5 = -10 кН;  
стержні 1, 4 – розтягнуті; 3, 5 – стиснуті; 2 – не навантажений. 
 
 
1.9 Центр ваги твердого тіла 
 
Розглянемо тверде тіло, яке знаходиться в полі сил тяжіння. Якщо 
розмірами тіла можна знехтувати порівняно з розмірами Землі, то мож-
на вважати, що на частки цього тіла діють сили ваги kP , які складають 
систему паралельних сил. 
 
Центром ваги твер-
дого тіла називається 
центр паралельних сил  
ваги. 
Координати центра 
ваги тіла визначаються за 
формулами: 
P
Px
x
n
k
kk
c
∑
=
=
1
,  
P
Py
y
n
k
kk
c
∑
=
=
1
, 
        
P
Pz
z
n
k
kk
c
∑
=
=
1
, 
де ∑
=
=
n
k
kPP
1
 – сила ваги тіла;  
    kkk zyx ,,  – координати точки прикладання сили ваги kP  окре-
мої частини тіла. 
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1.9.1 Центр ваги однорідного твердого тіла 
 
Якщо тіло однорідне, то вага кожної частки тіла пропорційна його 
об’єму: 
kk VP 1γ= , 
де kV  – об’єм елементарної частки тіла;  
    1γ  – вага одиниці об’єму тіла. 
Підставивши, отримаємо: 
аналогічно 
 
















=
=
====
∑
∑
∑∑∑∑
=
=
====
,
,
,
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
V
Vz
z
V
Vy
y
V
Vx
V
Vx
V
Vx
P
Px
x
n
k
kk
c
n
k
kk
c
n
k
kk
n
k
kk
n
k
kk
n
k
kk
c γ
γ
γ
γ
  
де V = ∑
=
n
k
kV
1
 – об’єм тіла. 
Із формул видно, що положення центра ваги однорідного тіла за-
лежить тільки від геометричної форми і розмірів тіла. Тому точку С, яка 
визначається за формулами, називають центом ваги об’єму тіла. 
 
1.9.2 Центр ваги однорідної пластини 
 
 
Пластиною назива-
ють плоске тіло, один 
розмір якого (товщина) 
набагато менше двох ін-
ших (довжини і ширини): 
kk SP 2γ= , 
де kS  – площа елемен-
тарної частки пластини;    
2γ  – вага одиниці площі. 
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Підставивши і вважаючи, що координатна площина хОу збігається 
з площиною пластини, отримаємо: 
аналогічно 
 









=
====
∑
∑∑∑∑
=
====
,
,
1
1
2
1
2
2
1
2
1
S
Sy
y
S
Sx
S
Sx
S
Sx
P
Px
x
n
k
kk
c
n
k
kk
n
k
kk
n
k
kk
n
k
kk
c γ
γ
γ
γ
   
де ∑
=
=
n
k
kSS
1
 – площа пластини. 
Точку С з координатами  хс, ус називають центром ваги площі. 
Вирази у чисельниках формул називають відповідно статичними 
моментами площі yS  і хS  відносно осей х і у: 
  ∑∑
==
⋅==⋅==
n
k
ckkx
n
k
ckky SySySSxSxS
11
.,   
  
 
1.9.3 Центр ваги однорідного стержня 
 
 
Стержнем називають 
тіло, один розмір якого (до-
вжина) набагато більше 
двох інших. У цьому випад-
ку вага елементарної частки 
тіла пропорційна її довжині  
      kk lP 3γ= , 
де kl  – довжина еле-
ментарної частки стержня;  
      3γ  – вага одиниці 
довжини. 
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Підставивши, отримаємо: 
аналогічно  
 















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=
=
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∑
∑
∑∑∑∑
=
=
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,
,
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1
1
3
1
3
3
1
3
1
L
lz
z
L
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y
L
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L
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L
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P
Px
x
n
k
kk
c
n
k
kk
c
n
k
kk
n
k
kk
n
k
kk
n
k
kk
c γ
γ
γ
γ
   
де L = ∑
=
n
k
kl
1
 – довжина стержня. 
Точку С з координатами  хс, ус, zc називають центром ваги лінії. 
 
 
1.9.4 Способи визначення координат центра ваги 
 
1. Спосіб симетрії. Якщо однорідне тіло має площину, вісь або 
центр симетрії, то його центр ваги знаходиться відповідно в площині, на 
осі або в центрі симетрії.  
Доведемо це твердження для тіла, що має площину симетрії. Роз-
ташуємо координатну площину хОу у площині симетрії (на рисунку ця 
площина заштрихована).  
 
Візьмемо в тілі дві точки kM  і 
kM ′ , які роз ташовані симет-
рично відносно площини хОу. 
У цих точок збігаються коор-
динати kk yx , , а координати 
kz  розрізняються тільки зна-
ком. Виділимо навколо точок 
kM , kM ′  рівні елементарні 
об’єми kV . 
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Підсумуємо додатки:  0=−=′+ kkkkkkkk VzVzVzVz . 
Розглянувши всі елементарні об’єми, отримаємо ∑
=
n
k
kkVz
1
 = 0 і 
обчислимо координату cz  центра ваги тіла за формулою  
   
01 ==
∑
=
V
Vz
z
n
k
kk
c . 
Це означає, що центр ваги розглядуваного тіла знаходиться у пло-
щині симетрії. 
Аналогічно можна довести твердження для тіла, що має вісь або 
центр симетрії. 
 
Приклади. Розглянемо декілька прикладів. 
а) прямолінійний стержень 
 
 
Центр симетрії такого 
стержня є точка у середині 
стержня. Отже, центр ваги 
прямолінійного стержня – 
точка С – знаходиться у 
середині стержня. 
б) прямокутник 
 
Центром симетрії 
прямокутника є точка пере-
тину його діагоналей. Тоді 
центр ваги прямокутника – 
точка С – також знаходить-
ся у точці перетину діаго-
налей. Як відомо, діагоналі 
в точці перетину діляться 
навпіл. 
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в) коло 
 
 
Центром симетрії, а 
значить і центром ваги кола 
є його центр. 
 
2. Спосіб розбиття 
Якщо тіло можна розбити на скінчене число таких часток, для яких 
положення центрів ваги відомі, то координати центра ваги тіла можна 
обчислити за формулами. 
 
Приклад 1. Визначити координати центра ваги площі. 
 
 
Розв’язання. Розіб’ємо 
площу на два прямокутники, 
центри ваги яких С1 і С2 зна-
ходяться в точках перетину 
діагоналей. Виберемо систе-
му координат Оху. Дані про 
координати центрів ваги 
прямокутників і їх площі 
запишемо в таблицю. 
 
Таблиця  
k xk yk Sk 
1 1,5a 4a 6a2 
2 2,5a 1,5a 15a2 
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Координати центра ваги площі знайдемо за формулами: 
,2,2
21
5,46
21
5,379
156
155,265,1
2
33
22
22
21
22111
aa
a
aa
aa
aaaa
SS
SxSx
S
Sx
x
n
k
kk
c
≈=
=
+
=
+
⋅+⋅
=
+
+
==
∑
=
.2,2
21
5,46
21
5,2224
156
155,164
2
33
22
22
21
22111 аа
a
aa
aa
aaaa
SS
SySy
S
Sy
y
n
k
kk
c ≈=
+
=
+
⋅+⋅
=
+
+
==
∑
=
 
Значення координат точки С (2,2а; 2,2а) свідчать, що вона лежить 
на бісектрисі кута, проведеної з центра координат, яка є лінією симетрії 
площі. 
3. Спосіб доповнення (або від’ємних площин). Якщо тіло має по-
рожнину (виріз), то цю порожнину (виріз) можна розглядати як тіло з 
від’ємною вагою (площею) і для розрахунків використовувати спосіб 
розбиття. 
Приклад 2. Розглянемо задачу прикладу 1. 
 
 
Розв’язання. Уявимо 
площу як квадрат зі сторонами 
aa 55 ×  і центром ваги С1, з 
якого вирізали квадрат зі сто-
ронами aa 22 ×  і центром ваги 
С2. Площу останнього квадрата 
будемо вважати від’ємною. 
Дані про координати центрів 
ваги квадратів і їх площі запи-
шемо в таблицю. 
 
Таблиця  
k xk yk Sk 
1 2,5a 2,5a 25a2 
2 4a 4a -4a2 
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Координати центра ваги площі знайдемо за формулами: 
;2,2
21
5,46
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1662
)4(25
)4(4255,2
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22111 аа
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S
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x
n
k
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−
−
=
−+
−⋅+⋅
=
+
+
==
∑
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5,46
425
165,62
)4(25
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S
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y
n
k
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c
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−
−
=
=
−+
−⋅+⋅
=
+
+
==
∑
=
 
4. Спосіб інтегрування. Якщо тіло неможливо розбити на скін-
ченне число часток, у формулах переходять до інтегралів. 









=
=
∫
∫
S
ydS
y
S
xdS
x
S
c
S
c
)(
)(
, 
де інтеграли поширюються на площу S . 
  
 
1.9.5 Центри ваги простіших фігур 
 
 Розглянемо декілька простих фігур, з яких можуть складатись 
більш складні фігури. 
 
а) трикутник 
 
Скористаємось способом 
розбиття і розділимо трикутник 
АВД на елементарні смужки, 
провівши лінії, паралельні сто-
роні АД. Кожну таку смужку 
можна прийняти за прямокут-
ник, центр симетрії якого ле-
жить  у середині, тобто на ме-
діані ВК трикутника. Розгля-
даючи смужки, паралельні сто-
роні ВД, приходимо до виснов- 
ку, що центр ваги трикутника має лежати на медіані AL. Отже, центр 
ваги трикутника знаходиться у точці перетину його медіан. Ця точка, як 
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відомо, ділить кожну із медіан у відношенні 1:2, тобто 2:1: =CBCK , 
2:1: =CACL . 
б) дуга кола 
 
 
 
Розглянемо дугу АВ кола радіусом R з центральним кутом α2 . 
Направимо вісь Ох по осі симетрії дуги, яка є бісектрисою кута α2 . 
Центр ваги дуги кола лежить на осі симетрії, тобто 0=cy , і залишаєть-
ся знайти cx . Для цього скористаємось формулою 
 
L
xdl
x
B
A
c
∫
=
 
Для елементарної частки довжини dl , як виходить з рисунку, 
ϕcosRx = , ϕRddl = , α2⋅= RL . Тоді 
 
α
α
α
α
α
α
α
ϕϕ
α
ϕϕ α
α
α
α
α
α sin
2
sin2
2
sin
2
cos
2
cos 22
2
R
R
R
R
R
R
dR
R
RdR
xc =
⋅
=
⋅
=
⋅
=
⋅
=
−−−
∫∫
.  
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в) коловий сектор 
 
 
Розглянемо коловий сектор з центральним кутом α2  і радіусом R. 
Направимо вісь Ох по осі симетрії сектора, яка є бісектрисою кута α2 . 
Центр ваги сектора лежить на осі симетрії, тобто 0=cy . Розіб’ємо ко-
ловий сектор на елементарні сектори (заштрихований на рис.), кожен з 
котрих можна прийняти за рівнобедрений трикутник. Отже, центр ваги 
кожного елементарного трикутника лежить на відстані R
3
2
 від початку 
координат. Геометричним місцем центрів ваги всіх елементарних три-
кутників буде дуга кола радіусом R
3
2
. У цьому випадку можна скорис-
татись формулою для центра ваги дуги кола: 
 
α
αsin
3
2 Rxc = . 
 
Зауваження. У формулах кут α  треба брати в радіанах. 
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ПИТАННЯ ДЛЯ САМОПЕРЕВІРКИ ЗА РОЗДІЛОМ 1 
 
1. Наведіть аксіому про «двійку сил», в чому її суть? 
2. Чи будуть зрівноваженими сили при взаємодії двох тіл? 
3. Що називають в’язями та реакціями в’язей? В чому полягає рі-
зниця? 
4. Які сили називають збіжними? 
5. Сформулюйте геометричні та аналітичні умови рівноваги збі-
жної системи сил. 
6. Наведіть теорему про три сили. 
7. Як спроектувати силу на вісь та на координатну площину? 
8. Як знайти момент сили відносно точки? Наведіть правило зна-
ків для визначення моменту. 
9. Як визначається момент сили відносно осі?  
10. Що називають парою сил та як знайти момент пари? 
11. Наведіть властивості пар сил та умови рівноваги системи пар. 
12. Що називають довільною просторовою системою сил? 
13. Сформулюйте результат приведення довільної системи сил до 
центру. 
14. Яку величину називають головним вектором системи сил? Чи 
дорівнює він рівнодійній системи сил? 
15. Яку величину називають головним моментом системи сил? 
16. Сформулюйте основну теорему статики. 
17. Наведіть випадки зведення довільної системи сил. 
18. Запишіть аналітичні умови рівноваги довільної системи сил. 
19. Сформулюйте теорему Варіньона про момент рівнодійної. 
20. В чому полягає метод вирізання вузлів, який використовується 
для визначення зусиль в стержнях ферми? 
21. Поясніть суть методу Ріттера. Наведіть вимоги до перерізів. 
22. Що називають центром паралельних сил? 
23. Що називають центром ваги тіла? 
24. Що називають статичним моментом об’єму та площини? 
25. Які методи використовують для визначення координат центра 
ваги однорідних тіл? 
 
  
48
2  КІНЕМАТИКА 
 
Кінематика – розділ теоретичної механіки, в якому вивчається 
рух тіл з геометричної точки зору, тобто без урахування їх маси та сил, 
що діють на ці тіла. 
Механічний рух – це зміна зі спливанням часу положення одного 
тіла відносно іншого (відносно тіла відліку). 
Система відліку – сукупність системи координат, яка жорстко 
зв’язана з тілом відліку, і годинника, за яким відлічується час. 
 
 
 
Основна задача кінематики – за законом руху даного тіла визна-
чити кінематичні характеристики цього руху, тобто траєкторії різних 
точок тіла, їх швидкості та прискорення. 
Найпростіший об’єкт кінематики – точка – це тіло, розмірами 
якого можна нехтувати у порівнянні з характерними відстанями задачі. 
 
2.1 Кінематика точки 
 
Траєкторія точки – неперервна лінія, яку описує рухома точка 
відносно даної системи відліку. 
Задати рух або закон руху точки – означає указати спосіб, за 
яким можна визначити положення точки відносно даної системи відліку 
в будь-який момент часу. 
Для завдання руху точки і визначення її кінематичних характерис-
тик можна застосувати один з трьох способів: векторний, координатний 
та натуральний. 
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2.1.1 Векторний спосіб 
 
В даному випадку )(trr =  – закон руху (рівняння руху точки у 
векторній формі), де r – радіус-вектор точки (вектор, проведений із 
нерухомої точки О до розглядуваної); 
dt
rdV = – швидкість точки – векторна величина, яка: 
1) дорівнює першій похідній радіуса-вектора точки за часом; 
2) напрямлена по дотичній до траєкторії точки у бік її руху; 
3) характеризує бистроту зміни положення точки за часом. 
2
2
dt
rd
dt
Vd
а ==  або rVа &&& ==  – прискорення точки – векторна ве-
личина, яка: 
 
1) дорівнює першій (другій) по-
хідній швидкості (радіуса-вектора) 
точки за часом; 
2) напрямлена у бік угнутості 
траєкторії точки;  
3) характеризує бистроту зміни 
швидкості точки за часом. 
 
2.1.2 Координатний спосіб 
 
При даному способі завдання руху );(tхx =  );(tуу =  )(tzz =  – за-
кон руху (рівняння руху точки у координатній формі),  
де х, у, z – декартові координати точки. 
Між векторним і координатними способами завдання руху точки 
існує такий зв’язок: 
  
krjrirr zyx ++= , 
kji zyx νννν ++=  – швидкість точки, 
де zyx ννν ,,  – координатні складові швидкості точки;  
  
kji ,,
 – орти осей координат. 
222
zyx νννν ++=  – модуль (величина) швидкості; 
  
50
;x
dt
dx
x &==ν  ;уdt
dу
у
&==ν  z
dt
dz
z &==ν  – проекції вектора швид-
кості на осі координат; 
kajaiaa zyx ++=  – прискорення точки, 
де zух ааа ,,  – координатні складові прискорення точки; 
222
zyx аааа ++=  – модуль (величина) прискорення точки, 
              
;xа хx &&& ==ν  ;уа уу &&& ==ν  zа zz &&& ==ν  – проекції вектора при-
скорення на осі координат. 
У випадку плоскої траєкторії рисунок може бути, наприклад,                                             
таким: 
 
 
2.1.3 Натуральний спосіб 
 
При натуральному способі завдання руху відомими є: 
а) траєкторія руху точки; 
б) початок і напрямок відліку руху точки;  
в) )(tσσ =  – закон руху (рівняння руху точки в натуральній  
формі), 
 
де σ – дугова координата (кри-
волінійна координата, яка від-
лічується уздовж траєкторії). 
 
При натуральному способі застосовується натуральна система ко-
ординат: вісь дотичної τ – напрямлена по дотичній до траєкторії у даній 
точці в бік додатного напрямку відліку дугової координати; вісь голо-
вної нормалі n лежить у стичній площині і напрямлена перпендикулярно 
до дотичної у бік угнутості траєкторії; вісь бінормалі b – доповнює сис-
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тему координат до просторової, тобто перпендикулярна площині Мnτ , 
так що її  орт  дорівнює nb ×= τ , 
 
де n,τ – орти дотичної та 
головної нормалі;  
      
τννν ττ ⋅==  – швид-
кість точки;  
      τν  – складова швидкості 
точки уздовж дотичної (зав-
жди збігається з вектором 
швидкості); 
σντ &=  – проекція швидкості ν точки на вісь дотичної; 
τνν =  – модуль (величина) швидкості; 
naаааа nn ⋅+⋅=+= τττ  – прискорення точки, 
де nаа ,τ  – складові прискорення точки уздовж осей τ и п; 
σνττ &&& ==a  – проекція прискорення точки на вісь дотичної 
(називається дотичним прискоренням), характеризує бистроту зміни 
модуля швидкості точки за часом;  
−=
ρ
ν 2
па  проекція прискорення точки на вісь головної нормалі;  
де ρ – радіус кривизни траєкторії в даній точці (називається нор- 
мальним прискоренням) хара-
ктеризує бистроту зміни на-
пряму вектора швидкості то-
чки за часом; 22 naaa += τ  
– модуль (величина) приско-
рення. 
 
Зв’язок між натуральним і координатним способами завдання руху: 
;
V
aVaVaV
а
zzyyхx ++
=τ  
;
)()()(
222
222
zyx
yzzyzxxzxyyx
n VVV
aVaVaVaVaVaV
а
++
−+−+−
=  
.
2222
n
zyx
n a
VVV
a
V ++
==ρ
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2.1.4 Особливі випадки 
 
1. Прямолінійний рух: у цьому випадку 0=nа , τаа = , радіус кри-
визни 
 
∞=ρ . 
 
 
2. Криволінійний рух: у цьому випадку   0≠nа ,    nааа += τ . 
 
 
Прискорений рух, напрямки ν  і 
τа  збігаються, знаки проекцій ν  і 
τа  однакові. 
Сповільнений рух, напрямки ν  і 
τа  протилежні, знаки проекцій 
ν
 і τа  різні. 
 
3. Рівнозмінний рух: 0≠= constаτ  (рівноприскорений, якщо τν  і 
τа  мають однакові знаки і рівносповільнений – якщо різні). 
У цьому випадку     τττ νν otа +⋅= , 
         0
2
2
σνσ ττ +⋅+= t
t
а o , 
де τνσ o,0  – початкові координата і швидкість точки; 
4. Рівномірний рух: 0=τа , у цьому випадку nаа = , 
   
,consto == ττ νν  
   0σνσ τ +⋅= to , 
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Рівномірний прямолінійний 
рух 
Рівномірний криволінійний 
рух 
 
 
2.1.5 Приклад розрахунку 
 
За заданими рівняннями руху точки (х, у – у сантиметрах) 
 



−=
=
234
3
tty
tx
 
визначити її траєкторію, швидкість, прискорення, дотичне та нормальне 
прискорення, а також радіус кривизни траєкторії в момент часу, коли 
точка знаходиться на осі ОХ. Одержані результати зобразити на рисун-
ку. 
 
Розв'язання. 
1. Визначимо траєкторію руху точки. Для цього виключимо пара-
метр часу t з рівнянь руху. Виразимо з рівнянь руху: 
 
3
x
t = ; 
2
2
3
3
3
4 xxy −= ; 
3
4 2xxy −= .  
Отже, рівнянням траєкторії є парабола. Зобразимо параболу на рисунку 
в системі координат Оху. 
2. Знайдемо положення точки на траєкторії , коли ордината у = 0: 
034 2 =− tt ; 
0)34( =− tt . 
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Корені цього квадратного рівняння:  ctt
3
4
;0 21 == . Визначимо коор-
динату х в момент часу  ct
3
4
= : 
4
3
433 =⋅== tx  (см). 
Зобразимо точку  М1  з координатами (4; 0) на траєкторії. 
3. Знайдемо швидкість точки М1. Для цього спочатку визначимо 
проекції швидкості на осі координат  х1, у1 : 
3
1
== xvx &  (см/с); 
ttyvy 642341 −=⋅−== & . 
Для заданого моменту часу  
484
3
464
1
−=−=⋅−=yv  (cм/с). 
 
Зобразимо складові швидкості 
11
, yx vv  на рисунку, відкладаючи їх 
з точки М1, відповідно зі знаками проекцій 11 , yx vv  у масштабі швидко-
стей (відзначимо, що він може і не збігатися з масштабом віддалей). 
  
55
Проекція 1xv  додатна, тому складову 1xv  відкладаємо у напрямку дода-
тного відліку координати  х. Проекція 1yv  від'ємна, тому складову 1yv  
відкладаємо у напрямку від'ємного відліку координати у. Вектор швид-
кості 1v  зображаємо діагоналлю прямокутника, побудованого на скла-
дових 
11
, yx vv  як на сторонах. При правильних розрахунках та побудо-
вах вектор швидкості v  повинен бути напрямленим по дотичній до 
траєкторії в точці  М1. 
За величиною швидкість точки М1 дорівнює: 
5)4(3 22221 11 =−+=+= yx vvv  (см/с). 
4. Знайдемо прискорення точки. Визначимо спочатку проекції 
прискорення на осі координат: 
                                  
0
11
== xx va & ; 
    
6
11
−== yy va &  (cм/с2). 
Зобразимо складові прискорення 
11
, yx aa  на рисунку, відкладаючи 
їх з точки М1 відповідно зі знаками проекцій 11 , yx aa  у масштабі при-
скорень (який може і не збігатися з масштабом швидкостей та віддалей). 
Проекція 
1ya  від'ємна, тому складову 1ya відкладаємо у напрямку від'є-
много відліку координати у. Вектор прискорення  а1 зображаємо діаго-
наллю прямокутника, побудованого на складових 
11
, yx aa  як на сторо-
нах. При правильних розрахунках та будуваннях вектор прискорення а1, 
повинен бути напрямленим в бік угнутості траєкторії. 
Величину прискорення точки в положенні М1 визначимо як: 
6)6(0 22221 11 =−+=+= yx aaa  (см/с2). 
5. Знайдемо дотичне прискорення точки:  
v
avav
a
yyxx 1111 ⋅+⋅
=τ . 
Для заданого моменту часу 
8,4
5
)6()4(03
1
=
−⋅−+⋅
=τa  (см/с2). 
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Зауваження 1. При визначенні 
1τ
a
 було враховано, що 11 vv =τ , тому 
що величина швидкості ν1 не містить в собі знак моду-
ля.  
Зауваження 2. При визначенні 
1τ
a  за допомогою проекцій 
11
, yx vv , 
11
, yx aa  краще використовувати точні значення цих ве-
личин, а не приблизні. 
6. Знайдемо нормальне прискорення точки:  
22
τaaan −= . 
Для заданого моменту часу t = с
3
4
 отримаємо 
6,38,46 2222
11
=−=−= τaaan  (см/с2). 
На рисунку дотичне й нормальне прискорення можна побудувати, 
якщо провести осі дотичної τ (яку можна побудувати як продовження 
вектора швидкості 1v ) та головної нормалі п (що перпендикулярна осі τ 
і напрямлена в бік угнутості траєкторії) і спроектувати вектор приско-
рення на ці осі. Величини проекцій 
11
, naaτ , що виміряні з рисунка (з 
урахуванням масштабу), повинні збігатися зі значеннями, визначеними 
за формулами. 
7. Радіус кривизни траєкторії визначимо за формулою: 
na
v2
=ρ . 
Для заданого моменту часу:  9,6
6,3
52
1 ==ρ  (cм). 
Висновок:  Точка рухається уздовж параболи за стрілкою годин-
ника (на це указує напрямок вектора швидкості 1v ) прискорено, оскіль-
ки 0, ≥≠ ττ aconsta
r
. При цьому лінія вектора прискорення напрямлена 
до центру угнутості. 
Відповідь: В момент часу t = с
3
4
 точка має наступні кінематичні 
характеристики: х1 = 4 см; у1 = 0 см; v1 = 5 см/с; a1 =6 cм/c2;  
                   aτ1  = 4,8 cм/с2; аn1 = 3,6 cм/с2;  ρ1 = 6,9 см. 
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2.2 Кінематика твердого тіла 
 
2.2.1 Поступальний рух твердого тіла 
 
Поступальним називається такий рух твердого тіла, при якому 
будь-яка пряма, проведена в тілі, залишається паралельною самій собі. 
Приклади: 
1)     
 
– тіло ковзає по прямоліній-
ній поверхні, траєкторії точок 
– прямі лінії; 
 
2) 
 
– спарник АВ при обертанні 
стержнів ОА та NВ (ОА = NВ), 
траєкторії точок – кола. 
Теорема про траєкторії, швидкості й прискорення точок твердого 
тіла при поступальному русі: 
При поступальному русі твердого тіла всі його точки описують 
однакові траєкторії, мають у будь-який час геометрично рівні швидкості 
й прискорення. 
 
На рисунку: 
...=== СВА ννν  
...=== СВА ааа  
Тому поступальний рух твер-
дого тіла можна визначити, вивчи-
вши рух тільки однієї його точки 
(здебільшого це центр мас). 
 
2.2.2 Обертання твердого тіла 
 
Обертанням навколо нерухомої осі називається такий рух твердо-
го тіла, при якому будь-які дві точки цього тіла залишаються під час 
руху нерухомими.  
  
58
 
Пряма, що проходить через ці не-
рухомі точки, називається віссю обер-
тання. 
На рисунку: I – нерухома площи-
на, II – площина, яка жорстко скріплена 
з тілом і обертається разом з ним. 
Двогранний кут між площинами І 
та ІІ – φz – називається кутом повороту 
тіла. 
 
)(tz ϕϕ =  закон обертання (рівняння обертального руху тіла на-
вколо нерухомої осі z). Вимірюється кут у радіанах:  [φ] = рад. 
ϕω &=  – вектор кутової швидкості, напрямлений уздовж осі обер-
тання z у той бік, звідки обертання тіла видно проти стрілки годинника, 
характеризує бистроту зміни кута повороту тіла (на рисунках його часто 
зображують у вигляді стрілки, яка показує напрям обертання): 
 
kzz ⋅== ωωω , 
де k  – орт осі z;  
     zz ϕω &=  – проекція кутової швидкості на вісь обертання z;  
     zωω =  – модуль (величина) кутової швидкості.  
Кутова швидкість вимірюється у радіанах за секунду: 
[ ] 1
с
рад
 
−
== сω . 
ϕωε &&& ==  – вектор кутового прискорення, напрямлений уздовж 
осі обертання, характеризує бистроту зміни кутової швидкості за часом: 
 
kzz ⋅== εεε , 
zzz ϕωε &&& ==  – проекція кутового прискорення на вісь обертання; 
zεε =  – модуль (величина) кутового прискорення. 
Кутове прискорення вимірюється у радіанах за секунду в квадраті: 
 
[ ] .
с
рад
 
2
2
−
== сε  
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Прискорене обертання,  
напрямки εω i  збігаються 
Сповільнене обертання, на-
прямки εω i  протилежні 
 
 
Особливі випадки: 
1. Рівнозмінне обертання: 0≠= constzε  (рівноприскорене, якщо 
zω  і zε  мають однакові знаки, і рівносповільнене, якщо різні). 
У цьому випадку   zzz t 0ωεω +⋅= , 
zzzz t
t
00
2
2
ϕωεϕ +⋅+= , 
де zz 00 ,ωϕ  – початкові кут повороту та кутова швидкість. 
 
2. Рівномірне обертання: 0=zε .  
 У цьому випадку constzz == 0ωω ,     .  00 zzz t ϕωϕ +⋅=  
Кут повороту можна виразити через число обертів N  тіла за весь 
період обертання:   .2 Npiϕ =  
Кутову швидкість у техніці часто задають числом обертів за хви-
лину n :                                     
.
30
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2 nn pipi
ω ==
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Формули, за допомогою яких визначають кінематичні величини 
будь-якої точки тіла: 
 
h⋅= ϕσ
 – дугова ко-
ордината точки по колу; 
h – відстань від даної 
точки А до осі обертання;  
hА ⋅= ων  – модуль лі-
нійної швидкості точки А, 
вектор hА ⊥ν  і напрямле-
ний у напрямку дугової 
стрілки кутової швидкості 
ω ; 
 
 
haобA ⋅= ε  – оберта-
льне прискорення точки А; 
вектор hаобА ⊥  і напрямле-
ний у напрямку дугової 
стрілки кутового приско-
рення ε ; 
 
 
−⋅= hадоцА
2ω  доцентрове прискорення точки А, вектор доцАа  на-
прямлений вздовж відрізка ОА від точки А до нерухомої точки О; 
 
доц
А
об
АА ааа += ; 
−+= 22 )()( доцАобАА ааа модуль (величина) прискорення точки А. 
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2.2.3 Передача обертального руху 
 
 
 
Тут для зубчастої передачі 
ААА ννν == 21  
 або .2211 rr ωω =  
 Звідси .
1
2
2
1
r
r
=
ω
ω
 
Для ремінної передачі 
Аааа τττ == 21 . 
 або 2211 rr εε = . 
Тут  .
1
2
2
1
r
r
=
ε
ε
 
  
У зубчастих колесах числа зубців z  пропорційні радіусам коліс, 
тому виконується співвідношення: 
 
  
;
1
2
2
1
z
z
=
ω
ω
  
1
2
2
1
z
z
=
ε
ε
. 
 
 
2.2.4 Плоскопаралельний рух твердого тіла 
 
Плоскопаралельним називають такий рух твердого тіла, при 
якому всі точки тіла рухаються у площинах, паралельних деякій неру-
хомій площині. Вивчення плоскопаралельного руху можна звести до 
вивчення руху плоскої фігури в її площині, або відрізка прямої цієї фі-
гури. Положення фігури в даний момент часу визначається координата-
ми довільної її точки А, яку називають полюсом, і кутом ϕ  повороту 
фігури навколо полюса.  
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Рівняння руху плоскої фігури ма-
ють вигляд: 
);(1 tfхА =     );(2 tfуА =     )(tϕϕ = , 
де А – точка, яку вибрано в якості 
полюса. 
Перші два рівняння характеризу-
ють поступальний рух фігури, при яко-
му всі точки фігури рухаються так само, 
як і полюс, а третє – обертальний рух 
навколо полюса. 
 
Кутова швидкість і кутове прискорення обертального руху фігури 
не залежать від вибору полюса. 
Теорема про швидкості точок плоскої фігури: 
Лінійна швидкість будь-якої точки М фігури при її плоскому русі 
дорівнює геометричній сумі швидкості Av  полюса А і швидкості 
MAv точки М в її обертальному русі навколо полюса: 
 
МААМ ννν += . 
При цьому  
  
⋅= ωνМА МА, 
де ω  – кутова швид-
кість фігури; а швидкість 
МАν ⊥ МА. 
 
 
Теорема про проекції швидкостей двох точок плоскої фігури: При 
плоскому русі фігури проекції швидкостей кінців А і В відрізка АВ на 
його напрям рівні між собою: 
 
)()( BАВAАВ ПрПр νν =  
або 
;coscos βναν BA =  
де α  і β  – кути між 
ВА νν  і  і напрямом відрізка 
АВ відповідно.  
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Плоский рух тіла у даний момент часу можна розглядати як обер-
тальний рух навколо миттєвого центра обертання, або миттєвого центра 
швидкостей (МЦШ). 
Миттєвий центр швидкостей – це точка плоскої фігури, швид-
кість якої в даний момент часу дорівнює нулю. 
Визначення положення МЦШ та з його допомогою кутової швид-
кості фігури і швидкості будь-якої точки фігури: 
Методи визначення МЦШ  
 
1.  
 
У загальному випадку МЦШ лежить 
в точці перетину перпендикулярів, прове-
дених з двох точок плоскої фігури до їх 
швидкостей. Кутова швидкість ω  плоскої 
фігури у кожний момент часу дорівнює 
відношенню швидкості будь-якої точки 
фігури до її відстані від МЦШ: 
CP
V
BP
V
AP
V CBА
===ω . 
Тому швидкість будь-якої точки плоскої фігури у кожний момент 
часу дорівнює добутку кутової швидкості ω  на відстань від даної точ-
ки до МЦШ:  
         )СРV(   BPV
 );ВРV(    CPV
СB
ВC
⊥⋅ω=
⊥⋅ω=
  і т.п. 
2. Якщо  АВVVV ABA ⊥,  
а) 
 
б) 
 
BP
V
AP
V BA
==ω
 
BP
V
BPAB
V BA
=
+
=ω  
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3. При ,BA VV  
2/piα ≠  
,0 , =
∞
=∞→ А
V
МЦШ ω
 
.CBA VVV ==  
 
 
Це випадок миттєво-поступального руху. 
 
 
4. Фігура котиться без ковзання 
по нерухомій поверхні. В цьому випа-
дку МЦШ знаходиться в точці дотику 
фігури з поверхнею,  
.  ,
0 APV
OP
V
A ⋅== ωω  
 
 
Теорема про прискорення точок плоскої фігури: 
Прискорення будь-якої точки М фігури при її плоскому русі дорів-
нює геометричній сумі прискорень полюса А і прискорення точки М в її 
обертальному русі навколо полюса: 
 
,МААМ ааа +=  
або, оскільки 
 ,
об
МА
доц
МАМА ааа +=  
  ,
об
МА
доц
МААМ аааа ++= де  , , 
2 МАаМАа обМА
доц
МА ⋅=⋅= εω  
 
при цьому МАа обМА ⊥  і 
напрямлене відповідно 
зі стрілкою ε , доцМАа  
напрямлене уздовж від-
різка МА від точки М до 
точки А. 
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2.2.5 Кінематичний аналіз плоского механізму 
 
При розв’язанні задач треба послідовно розглянути рух окремих 
ланок механізму і провести розрахунок кожної з них (визначити швид-
кість і прискорення точки, яка належить одночасно до розглядуваної і 
поступової ланки). Розрахунок почати з ланки, рух якої є заданим. Якщо 
ланка виконує обертальний рух (у неї є нерухома точка, наприклад, у 
вигляді нерухомого шарніра), то будь-яка її точка рухається за колом і 
для визначення швидкості і прискорення цієї точки треба використову-
вати формули параграфа 2.2.2. Якщо ланка виконує плоскопаралельний 
рух (нема нерухомої точки), треба використовувати формули  
параграфа 2.2.4. 
 
Приклад 1. Плоский механізм складається з кривошипа ОА, шату-
на АВ  і повзуна В. Тут ОА = 20 см,  АВ = 40 см. Кривошип ОА має у 
даний момент часу кутову швидкість 2=ОАω  рад/с і кутове прискорен-
ня 5=ОАε  рад/с
2
. Для заданого положення механізму треба визначити 
швидкість і прискорення точки В, а також кутові швидкість і приско-
рення шатуна АВ. 
 
 
 
Розв’язання.  
1. Визначимо швидкість точки В. 
    1) Спочатку розглянемо кривошип ОА, рух якого є заданим.  
 
 
Він виконує обертальний рух навколо не-
рухомої точки О, тому швидкість точки А ви-
значається за формулою 
         40202 =⋅=⋅= OAV OAA ω  (см/с).  
Вектор  OAVA ⊥  і напрямлений у бік обе-
ртання стержня (за «стрілкою» OAω ). 
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2) Розглянемо шатун АВ. Він виконує плоскопаралельний рух, 
  
 
 
тому спочатку треба побудувати 
його МЦШ. Швидкість точки А 
знайдена при розрахунку стержня 
ОА. Точка В належить повзуну, 
тому лінія дії її швидкості BV  па-
ралельна напряму руху повзуна. 
Будуємо МЦШ (точка ABP ) як точ-
ку перетину перпендикулярів  до  
швидкості  AV
r
 і швидкості точки В, 
що є горизонтальною (напрямлена 
по дотичній до траєкторії). 
  
Кутова швидкість шатуна АВ дорівнює: 
 





=
⋅
=
⋅
===
с
рад
 7,0
40
7,04045cos
45cos/
0
0 AB
V
AB
V
AP
V AA
AB
A
АВω  
і напрямлена відповідно до того, як вектор AV  «обертається» навколо 
МЦШ ( АВР ). Швидкість точки В буде 
  28407,0 =⋅=⋅= АВAВВ ВРV ω  (см/с) 
і напрямлена згідно зі «стрілкою» AВω . 
2. Визначимо далі прискорення точки В. 
             1. Розглянемо кривошип ОА. Він виконує обертальний рух, тому 
модулі складових прискорення точки А визначаються за формулами: 
 
     802042 =⋅=⋅= ОАа ОА
доц
А ω  (см/с2), 
     100205 =⋅=⋅= ОАа ОА
об
А ε  (см/с2). 
Покажемо напрямки складових: вектор 
доц
Аа  напрямлений уздовж стержня від точки А 
до  центра обертання О, вектор ОАа обА ⊥  напря-
млений згідно зі «стрілкою» ОАε . 
  
             2. Розглянемо шатун АВ. Він виконує плоскопаралельний рух, 
тому прискорення точки В визначається за формулою: 
  
об
ВА
доц
ВА
об
А
доц
АВААВ ааааааа +++=+= . 
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Модуль складової 
доц
ВАа  обчислюємо за формулою: 
  20407,0 22 =⋅=⋅= ВАа АВ
доц
ВА ω  (см/с2). 
 
Вектор доцВАа  напрямлений по відрізку ВА від точки В до полюса А. 
Модуль складової 
доц
ВАа  обчислити поки не можна, тому що  
невідоме АВε . У цьому разі зобразимо вектор ВАа
доц
ВА ⊥  і направимо у 
будь-який бік (наприклад, угору). Оскільки траєкторія точки В  - пряма 
лінія, то вектор Ва  мусить мати напрямок уздовж цієї прямої. Зобрази-
мо його, наприклад, вліво від точки В. 
Виберемо осі координат х, у (наприклад, вісь х спрямуємо за стер-
жнем вліво, вісь у − угору) і спроектуємо векторне рівняння для визна-
чення прискорення на ці осі: 
х:  доцВА
об
А
доц
АВ аааа +⋅+⋅=
00 45cos45cos , 
у:  обВА
об
А
доц
А ааа +⋅+⋅−=
00 45sin45sin0 . 
В отриманій системі алгебраїчних рівнянь невідомими є модулі 
прискорень Ba  і 
об
BAa . З першого рівняння знаходимо прискорення точ-
ки В: 
  146207,01007,080 =+⋅+⋅=Ва  (см/с2). 
Оскільки 0>Ва , то вектор Ba  відповідає дійсному напряму при-
скорення точки В. З другого рівняння знаходимо обBAa : 
 14705645sin45sin 00 −=−=⋅−⋅= обАдоцА
об
АB ааа  (см/с2). 
Знак «-» − означає, що насправді вектор ВАа обВА ⊥  і напрямлений 
униз. Кутове прискорення 
           





≈== 2с
рад
  35,0
40
14
ВА
аобВА
АВε  
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і напрямлене за стрілкою годинни-
ка (так, як дійсний вектор обBAa  
«обертається» навколо полюса А). 
Відповідь:  см/с;   28         ;
с
рад
  7,0 == BАВ Vω  
   
2
2 см/с  146         ;с
рад
  35,0 == BАВ аε . 
Приклад 2. Колесо А складається з двох жорстко скріплених між 
собою дисків. Диск радіуса r котиться без ковзання по нерухомій повер-
хні.  
 
Тут АВ = 15 см, r = 10 см. 
Центр колеса А має у даний момент 
часу швидкість 28=AV  см/с і при-
скорення                             146=Aa  
см/с2. Для заданого положення коле-
са треба визначити його кутові шви-
дкість і прискорення, а також швид-
кість і прискорення точки В. 
 
Розв’язання: 
1. Визначимо швидкість точки В. 
 
 
Колесо, що котиться без ков-
зання по нерухомій поверхні, вико-
нує плоскопаралельний рух. МЦШ 
(точка колР ) знаходиться в точці 
дотику з нерухомою поверхнею. 
Кутова швидкість колеса 






===
с
рад
  8,2
10
28
кол
A
кол AP
V
ω  
і напрямлена за стрілкою годинни-
ка (відповідно до «обертання» век-
тора AV  навколо МЦШ ( колР )). 
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Відрізок колBP  можна визначити з трикутника А колBP  за теоремою 
косинусів: 
 
 =⋅⋅−+= 022 150cos2 колколкол АРАВАРАВВР  
   24580)85,0(101521015 22 ≈=−⋅⋅⋅−+= (см), 
Тоді 2,67248,2 ≈⋅=⋅= колколB ВРV ω  (см/с). Вектор колB BPV ⊥  і 
напрямлений згідно зі «стрілкою» колω . 
2. Визначимо прискорення точки В. 
Прискорення точки В колеса, яке виконує плоскопаралельний рух, 
визначається за формулою: 
 
  
об
ВА
доц
ВААВААВ аааааа ++=+= . 
Оскільки траєкторія точки В невідома (на неї не накладено обме-
жень з боку інших тіл), її прискорення будемо розшукувати у вигляді 
двох невідомих складових ВуВх аа  , , напрямлених уздовж осей коорди-
нат: 
об
ВА
доц
ВААВуВх ааааа ++=+ . 
Кутове прискорення колеса, що котиться, визначимо за формулою: 
 
       ,
с
рад6,14
10
1461)/(
2 




=
=======
кол
А
кол
AA
кол
колAкол
кол
АР
а
АР
а
dt
dV
АРdt
APVd
dt
d τω
ε
 
де 
АА аа =
τ
, оскільки траєкторія точки В – пряма лінія. 
Напрямлене колε  проти стрілки годинника (так, як вектор τАа  
«обертається» навколо МЦШ проти ходу стрілки годинника). 
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Модулі складових доцBAa  
і обBAa  визначимо за формула-
ми: 
=⋅= ВАа кол
доц
ВА
2ω
 
6,117158,2 2 =⋅=  (см/с2), 
=⋅= ВАа кол
об
ВА ε  
219156,14 =⋅=  (см/с2). 
 
Вектор доцBAa  напрямлений по відрізку ВА від точки В до полюса А, 
а вектор ВАа обВА ⊥  і напрямлений згідно зі «стрілкою» колε . 
Побудуємо осі координат ху і спроектуємо векторне рівняння для 
визначення прискорення Ва  на ці осі: 
х: 1,34321985,014630cos 0 =+⋅=+⋅= обВААВх ааа  (см/с2); 
у: 6,446,1175,014630sin 0 −=−⋅=−⋅= доцВАВВу ааа  (см/с2). 
Модуль прискорення точки В знаходимо за формулою 
 346)6,44()1,343( 2222 ≈−+=+=
ВуВх
аааВ  (см/с2). 
Оскільки 0 ,0 <> ВуВх аа , то складова Вха  прискорення точки В 
напрямлена в бік додатного напряму осі х, а складова Вуа  − в бік 
від’ємного напряму осі у. Вектор Ba  зображаємо як діагональ прямоку-
тника, побудованого на складових ВуВх аа  ,  як на сторонах. 
 
 
Відповідь: 
см/с;  2,67      ;
с
рад
  8,2 == Bкол Vω  
2
2 см/с  346      ;с
рад
  6,14 == Bкол аε . 
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Приклад 3. Плоский механізм складається з кривошипа ОА і двох 
зубчастих коліс І і ІІ, з’єднаних між собою кривошипом ОА.  
 
 
Тут ОА = 30 см , rІ = 10 см. 
Кривошип ОА обертається на-
вколо осі О і має у даний момент 
часу кутову швидкість 
с
рад
  3=ОАω  і кутове приско-
рення 0=ОАε . Колесо І оберта-
ється навколо осі О зі сталою 
кутовою швидкістю 
с
рад
  6І =ω . 
Для заданого положення механі-
зму треба визначити швидкість                  
і  прискорення  точки  В,  а  також  
кутові швидкість і прискорення колеса ІІ. 
  
Розв’язання. 
1. Визначимо швидкість точки В. 
    1. Спочатку розглянемо кривошип ОА, рух якого є заданим.  
 
Він виконує обертальний рух навколо 
нерухомої точки О, тому швидкість точки А 
визначається за формулою:  
 
90303 =⋅=⋅= OAV OAA ω  (см/с).  
Вектор OAVA ⊥  і напрямлений у бік 
обертання  стержня (за «стрілкою» OAω ). 
         2. Розглянемо колесо І, рух якого також є заданим.  
 
Колесо І виконує обертальний рух навколо неру-
хомої точки О. Позначимо точку дотику коліс І та 
ІІ літерою D, тоді її швидкість дорівнює 
60106 =⋅=⋅= Ι ODVD ω  (см/с). 
Вектор ODVD ⊥  і напрямлений у бік обер-
тання колеса І. 
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    3. Розглянемо колесо ІІ. Воно виконує плоскопаралельний рух, 
тому спочатку треба побудувати МЦШ. Для побудови  МЦШ  з’єднаємо  
 
 
кінці векторів швидкостей AV  і 
DV . МЦШ знаходиться в точці 
перетину цього відрізка з ліні-
єю, яка проходить через точки А 
і D. Кутова швидкість колеса 
зв’язана зі швидкостями AV  і 
DV  співвідношенням: 
            
ΙΙΙΙ
ΙΙ == DP
V
AP
V DAω . 
Зважаючи, що ΙΙΙΙΙΙΙΙΙ −=−−=−= APAPrOAAPADDP 20)( , праву 
частину співвідношення для ΙΙω  можна розглядувати як рівняння відно-
сно відрізка А ΙΙP : 
ΙΙΙΙ −
=
АP
V
AP
V DA
20
. 
Розв’яжемо це рівняння і знайдемо ΙΙАР : 
  ΙΙΙΙ ⋅=−⋅ APVAPV DA )20( , 
  )(20 DAA VVAPV +⋅=⋅ ΙΙ , 
  12
150
1800
6090
209020
==
+
⋅
=
+
⋅
=ΙΙ
DA
A
VV
VAP  (см). 
Тоді 
  5,7
12
90
===
ΙΙ
ΙΙ AP
VAω  





с
рад
. 
Кутова швидкість ΙΙω  напрямлена відповідно до того, як вектор 
AV  «обертається» навколо МЦШ (РІІ). Швидкість точки В буде  






≈⋅≈⋅⋅=
=⋅=+⋅=+⋅=⋅= ΙΙΙΙΙΙΙΙ
с
см
 17583,5303445,7     
5445,712205,7 2222 АРАВВРVB ωω
 
і напрямлена згідно зі «стрілкою» ΙΙω . 
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2. Визначимо прискорення точки В.  
    1 Розглянемо  кривошип  ОА.   
 
Він виконує обертальний рух, тому модулі складових при-
скорення точки А визначаються за формулами:   
                  27030322 =⋅=⋅= ОАа ОА
доц
А ω  (см/с2), 
0=⋅= ОАа ОА
об
А ε . 
Вектор доцAa  напрямлений уздовж стержня від точки 
А до центра обертання О. 
 
2. Прискорення точки В колеса ІІ, яке виконує плоскопаралель-
ний рух, визначається за формулою 
  
об
ВА
доц
ВА
об
А
доц
АВААВ ааааааа +++=+= . 
Оскільки траєкторія точки В невідома (на неї не накладено обме-
жень з боку інших тіл), її прискорення будемо розшукувати у вигляді 
двох невідомих складових ВуВх аа  , , напрямлених уздовж осей коорди-
нат х, у: 
  
об
ВА
доц
ВА
об
А
доц
АВуВх аааааа +++=+ . 
Кутове прискорення колеса ІІ визначимо, використовуючи власти-
вості співвідношення 
   
AD
VV
DP
V
AP
V DADA +
==
ΙΙΙΙ
. 
Тоді 
( )
( ) .01     
11
=+=
=





+=
+
=





 +
==
ΙΙ
ΙΙ
об
D
об
A
DADA
DA
аa
AD
dt
dV
dt
dV
ADdt
VVd
ADdt
AD
VVd
dt
dω
ε
 
В цій формулі 0=⋅=⋅= ΙΙ ODdt
dODaобD
ω
ε , оскільки за умовами за-
дачі const=Ιω . 
Модулі складових доцBAa  і 
об
BAa  визначимо за формулами: 
=⋅=⋅=⋅= ΙΙ 1025,56105,7 22 ВАадоцВА ω  562,5 (см/с2), 
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0=⋅= ΙΙ ВАа
об
ВА ε . 
Вектор доцBAa  напрямлений по 
відрізку ВА від точки В до полюса А. 
Побудуємо осі координат ху і 
спроектуємо векторне рівняння для 
визначення прискорення Ва  на ці 
осі: 
х: 5,562== доцВАВх аа  (см/с2); 
у: 270== доцАВу аа  (см/с2). 
Модуль прискорення точки В знаходимо за формулою  
        
607)270()5,562( 2222 ≈+=+=
ВуВх
аааВ  (см/с2). 
 
Оскільки 0 ,0 >> ВуВх аа , то 
складові прискорення точки В на-
прямлені в бік додатного напряму 
осей х та у, а вектор Ba  зобража-
ється як діагональ прямокутника, 
 побудованого на складових  ВуВх аа  ,  як на сторонах.  
Відповідь:  см/с;  2,67      ;
с
рад
  5,7 ==ΙΙ BVω   
   
2см/с  607                    ;0 ==ΙΙ Bаε . 
 
2.3 Складний рух точки 
 
Складний рух точки – це рух, при якому точка М бере участь у 
двох і більше рухах одночасно. 
Рух точки М відповідно до 
нерухомої системи координат 
zух ,,  називається абсолютним. 
Рух точки М відносно рухо-
мої системи координат XYZ нази-
вається відносним. 
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Переносним рухом точки називається рух такої точки рухомої си-
стеми координат XYZ, з якою в даний момент часу збігається рухома 
точка М. 
Теорема про додавання швидкостей: Абсолютна швидкість точ-
ки дорівнює геометричній сумі швидкостей в переносному і відносному 
рухах: 
 
rеа ννν += , 
аν  – абсолютна швидкість; 
еν  – переносна швидкість; 
rν  – відносна швидкість. 
 
Теорема Коріоліса про додавання прискорень: абсолютне приско-
рення точки дорівнює геометричній сумі прискорення у переносному 
русі еа , прискорення у відносному русі rа  і прискорення Коріоліса ca : 
   
;cre aaaa ++=  
Вектор прискорення Коріоліса виражається формулою 
   
).(2 rес vа ×= ω  
Модуль (величина) вектора прискорення Коріоліса дорівнює 
   ),,sin(2
∧
= rеrес vа νωω  
де еω  – кутова швидкість переносного обертального руху. 
Прискорення Коріоліса дорівнює нулю, якщо: 
1) переносний рух є поступальним ( 0=еω ); 
2) відносна швидкість rν  в даний момент дорівнює нулю ( 0=rν ); 
3) вектор відносної швидкості rν  в даний момент паралельний ве-
ктору кутової швидкості переносного обертального руху 
0),(sin( =
∧
rе νω ). 
Для визначення напряму прискорення Коріоліса можна користува-
тися або правилом векторного добутку, або правилом Жуковського. 
Згідно з правилом Жуковського визначення напряму вектора са  прово-
диться в такій послідовності: 
1) необхідно спроектувати вектор відносної швидкості rV на пло-
щину S, перпендикулярну до осі переносного обертання (перпендикуля-
рну вектору еω ); 
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2) одержану проекцію rsV  
повернути в цій площині на 
90 градусів у напрямі пере-
носного обертання (у напря-
мі дугової стрілки еω ). 
3) напрям коріолісова 
прискорення са  співпадає з 
напрямом вектора rsV ′ . 
 
За величиною αω sin2 rес Vа =  . 
Приклад 4. Диск обертається навколо вертикального діаметра з 
кутовим прискоренням t2=ε  (рад/с2). Вздовж радіуса ОА, нахиленого 
до осі обертання під кутом 45°, рухається точка М із сталим прискорен-
ням а = 2 (см/с2). В момент t = 0 кутова швидкість диска та відносна 
швидкість точки, що міститься в центрі диска, дорівнюють нулю, тобто, 
ω0 = 0, Vr0 = 0. Визначити абсолютну швидкість та абсолютне приско-
рення точки М в момент t = 1 с. 
Розв’язання: За нерухому 
систему відліку приймемо землю, 
а за рухому – диск, що обертаєть-
ся. Переносний рух (рух диска 
відносно землі) – обертальний. 
Кутова швидкість диска 
∫ ∫ +=== ,2
2
Сttdtdtεω  
де С = 0, оскільки  
                ω0 = 0. 
Отже ω = t2. 
Для абсолютної швидкості 
точки М маємо: 
       rea VVV += . 
 
Відносна швидкість спрямована по радіусу ОА i дорівнює rV = 2t. 
Переносна швидкість спрямована перпендикулярно до креслення від 
нас в бік обертання диска i дорівнює 
045sin⋅⋅=⋅= sМКVe ωω , 
де s = (a·t2 )/2.   Отже 2/4tVe = . 
 
Ca  
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Оскільки між векторами швидкості  еV   та  rV   кут 90
0
, то 
 
2/4 3222 ttVVV rea +=+= . 
В момент  t = 1 с            12,25,4 ≈=aV  см/с. 
Зважаючи на те, що переносний рух обертальний, маємо 
 
cerа aaаа ++= . 
Відносне прискорення спрямоване вздовж радіуса ОА i дорівнює 
2== aаr  (см/с). Переносне прискорення точки М у свою чергу склада-
ється із двох складових: обертального та доцентрового прискорень, тоб-
то 
   
доц
е
об
ее ааа += . 
Переносне доцентрове прискорення спрямоване по МК (від точки 
М до точки К) i чисельно дорівнює 
 
   
022 45sin⋅⋅=⋅= sМКадоце ωω  
або    .
с
cм
2
2
2
6t
адоце =  
Переносне обертальне прискорення спрямоване перпендикулярно 
до креслення від нас в бік дугової стрілки ε. 
 
.
с
см245sin2 2
30 tstМКаобе =⋅⋅=⋅= ε  
при t = 1 с,    .
с
см2,
с
см2/2 22 ==
об
е
доц
е аа  
Для визначення корiо-лiсового прискорення умовно перенесемо 
вектор ω паралельно самому собі в точку М. Прискорення са  буде 
спрямоване перпендикулярно до площини ),( rVω  в той бік, звідки по-
ворот ω  до rV  на менший кут має напрямок проти руху годинникової 
стрілки, тобто в даному випадку перпендикулярно до площини крес-
лення від спостерігача. По модулю 
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2
30
с
см2245sin2 tVа rс =⋅⋅= ω  
і при t = 1 с  2с
см22=са . 
Для визначення чисельно-
го значення абсолютного при-
скорення i, отже, складання век-
торів c
об
е
доц
еr aаaа ,,,  проведемо 
три взаємно перпендикуляр-             
ні осі X1, Y1, Z1. Проектуємо усі  
 
складові абсолютного прискорення на ці координатні осі, отримаємо 
проекції абсолютного прискорення точки М: 
23222
1
−=−−=−−= с
об
еах ааа , 
,
2
2
2
22
2
2
45cos 0
1
=+−=
=⋅+−= r
доц
еау ааа
 
.2
2
2245cos 0
1
==⋅= rаz aа  
Будуємо вектор абсолютного 
прискорення з урахуванням визна-
чених проекцій на осі. За величиною 
абсолютне прискорення точки М 
буде: 
 
 
.
с
см5,45,202
2
118 2
222
111
==++=++= аzауаха аааа  
Відповідь: абсолютна швидкість точки М   Va = 2,12 см/с; абсолю-
тне прискорення точки М   аа = 4,5 см/с2. 
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ПИТАННЯ ДЛЯ САМОПЕРЕВІРКИ ЗА РОЗДІЛОМ 2 
 
1. Які задачі вивчає кінематика? 
2. Якими способами можна завдати рух матеріальної точки? 
3. Як визначається швидкість матеріальної точки при різних спо-
собах завдання її руху? 
4. Як визначається прискорення матеріальної точки при натураль-
ному способі завдання її руху? 
5. Який рух точки називають рівнозмінним? Наведіть рівняння рі-
вносповільненого руху точки. 
6. Який рух тіла називають поступальним? Які властивості тіла 
при поступальному русі? 
7. Який рух тіла називають обертальним? Наведіть рівняння цього 
руху. 
8. Як визначають кутову швидкість і кутове прискорення тіла, що 
обертається? 
9. Як визначають швидкість і прискорення точки тіла, що оберта-
ється навколо нерухомої осі? 
10. Наведіть способи передачі обертального руху. Як визначають 
швидкість точки твердого тіла при передачі обертального руху? 
11. Який рух тіла називають плоским? Наведіть рівняння плоского 
руху тіла. 
12. Як визначають швидкість і прискорення точки тіла, що вико-
нує плоский рух? 
13. Що називають миттєвим центром швидкостей? Наведіть окре-
мі випадки визначення МЦШ. 
14. Запишіть рівняння руху тіла, що вільно рухається в просторі. 
15. Які рухи матеріальної точки називають абсолютним, віднос-
ним та переносним? 
16. Як визначити абсолютну швидкість точки при її складному  
русі? 
17. Наведіть теорему Коріоліса. Коли прискорення Коріоліса дорі-
внює нулю? 
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3 ДИНАМІКА ТОЧКИ 
 
Динаміка − розділ теоретичної механіки, що вивчає механічний 
рух матеріальних об’єктів (матеріальної точки, системи матеріальних 
точок, твердого тіла) під дією прикладених до них сил. 
  
3.1 Закони динаміки (Ньютона) 
 
Перший (закон інерції): існує система відліку, що має назву інер-
ціальної (нерухомої), у якій ізольована матеріальна точка перебуває в 
стані спокою або прямолінійного рівномірного руху доти, доки вплив 
зовнішніх сил не виведе її з цього стану. 
Другий (основний закон): прискорення матеріальної точки в іне-
рціальній системі відліку пропорційне вектору сили, що прикладена до 
цієї точки: .Fam =  
Третій (закон рівності дії та протидії): дві матеріальні точки вза-
ємодіють між собою з силами, рівними за величиною, протилежними за 
напрямом і такими, що мають спільну лінію дії: .FF ′−=  
Четвертий (закон незалежності дії сил): якщо на матеріальну то-
чку одночасно діють декілька сил, то її прискорення в інерціальній сис-
темі відліку дорівнює геометричній сумі прискорень, які точка одержу-
вала би від кожної сили зокрема. 
 
 
3.2 Диференціальні рівняння руху вільної  
матеріальної точки 
 
Основне рівняння динаміки: ∑
=
=
n
i
iFam
1
 − можна записати у вигля-
ді диференціального рівняння (векторна форма): 
 
   
,
1
∑
=
=
n
i
iFrm &&  
де m  – маса точки;  
     r  − радіус-вектор точки, що є функцією часу. 
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Дане рівняння можна подати у вигляді проекцій на осі декартової 
системи координат х, у, z (координатна форма):  
 
∑
=
=
n
i
iхFхm
1
&& ;     ∑
=
=
n
i
iуFуm
1
&& ;     ∑
=
=
n
i
izFzm
1
,&&  
де xax =&& ; yay =&& ; zaz =&&  − проекції вектора прискорення; ∑
=
n
i
ixF
1
,  
∑
=
n
i
iyF
1
,  ∑
=
n
i
izF
1
− алгебраїчні суми проекції всіх сил, що діють на точку, на 
координатні осі. 
Диференціальні рівняння руху матеріальної точки в проекціях на 
осі натуральної системи координат bn,,τ  (натуральна форма): 
∑
=
=
n
i
iFdt
d
m
1
;τ
τν
 ∑
=
=
n
i
inFm
1
2
;
ρ
ν
 ∑
=
=
n
i
ibF
1
,0  
де τν  − проекція швидкості на дотичну;  
    ρ  − радіус кривизни траєкторії в даній точці;  
    ∑
=
n
i
iF
1
,τ  ∑
=
n
i
inF
1
,  ∑
=
n
i
ibF
1
 − алгебраїчні суми проекцій сил, що діють 
на точку, на натуральні осі. Цими рівняннями зручно користуватися, 
коли точка рухається, наприклад, по колу. 
 
3.3 Дві задачі динаміки 
 
Перша або пряма задача динаміки точки – рух точки, а також її 
маса, відомі. Треба знайти силу, яка діє на точку. 
Друга або обернена задача динаміки точки – відомі сили, що діють 
на точку, її маса, а також початкові умови руху. Треба визначити закон 
руху точки. 
Розв'язання першої задачі − знаходження сили за даним законом 
руху матеріальної точки зводиться до знаходження прискорення точки. 
Розв'язання другої задачі − знаходження закону руху матеріальної 
точки за даними силами пов'язане з інтегруванням диференціальних 
рівнянь руху. Загальний розв'язок цих рівнянь визначає координати то-
чки як функції часу. Сталі інтегрування, що виникають при інтегруванні 
диференціальних рівнянь, визначають за допомогою початкових умов.  
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Початкові умови – значення координат точки і її перших похід-
них за часом (тобто проекцій вектора швидкості на осі координат) у 
деякий фіксований момент часу 0t  (звичайно 0t = 0): 00 xx t == , 
00 уу t == , 00 zz t == ,  xt Vx 00 ==& , yt Vу 00 ==& , zt Vz 00 ==& . 
 
Приклад: Матеріальна точка масою m рухається по прямій у на-
прямку осі Ох під дією сталої сили F . Знайти закон руху точки при 
початкових умовах 
 
00 хx t == , 
00 Vx t ==& .  
 
Розв’язання: 
1) складемо диференціальне рівняння руху матеріальної точки: 
Fxm =&& , або ;
m
F
x =&&
 
2) після інтегрування диференціального рівняння отримаємо: 
1Ct
m
F
x +=& ; 
,
2 21
2
CtCt
m
F
x ++=  
де С1, С2 − сталі інтегрування. 
3) визначимо сталі інтегрування за допомогою початкових умов: 
  10 0 C
m
FV +⋅=     ⇒    ;01 VС =  
  210 02
0
СC
m
F
х +⋅+=     ⇒    ;02 хС =  
4) закону руху визначимо у вигляді:   00
2
2
хtVt
m
F
x ++= . 
   
3.4 Прямолінійні коливання матеріальної точки 
 
Механічні рухи, які періодично повторюються, називаються меха-
нічними коливаннями. При цьому на матеріальну точку можуть діяти: 
відновлююча сила, сила опору руху та зовнішня збурююча сила. Рух 
точки здійснюється по прямій, яка співпадає з сумісною лінією дії вка-
заних сил. Залежно від комбінації цих сил розрізняють вільні, затухаючі 
та вимушені коливання.  
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3.4.1 Вільні коливання 
 
Існує клас сил, що називаються відновлюючими, модулі яких в 
лінійних задачах є пропорційними відхиленню точки від положення, де 
ці сили дорівнюють нулю, і напрямленими до цього положення: 
 
 
вF c MO= ⋅ , 
де с – коефіцієнт пропорційності. 
 
Коливання, що відбуваються під дією тільки відновлюючої сили, 
називаються вільними. 
Різновидністю відновлюючої сили є сила пружності пружини, за 
допомогою якої моделюються пружні властивості реальних тіл. В ліній-
них задачах сила пружності відповідає закону Гука: 
 
прF c λ= ⋅ , 
де с – коефіцієнт жорсткості пружини, що показує, яку силу треба 
прикласти до кінця пружини для її деформації на одиницю довжини;  
     λ  − деформація пружини (різниця між довжиною пружини у 
даному стані (розтягнутому або стиснутому) і недеформованому). 
 
Розглянемо вертикальні коливання вантажу маси т, що підвіше-
ний до пружини жорсткості с і здійснює поступальний рух. В такому 
випадку вантаж можна вважати матеріальною точкою маси т. Визначи-
мо рівняння руху точки. 
 
Для розв’язання задачі виконаємо наступні дії. 
1. Зобразимо точку на розрахунковій схемі у довільному  
положенні.  
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Для цього послідовно позначимо на 
схемі три характерних рівня: 
1 – вільний кінець недеформованої 
пружини (в цьому положенні 0=npF ); 
2 – положення статичної рівноваги 
точки, рух якої досліджується (це поло-
ження буде нижчим за рівень 1, оскільки 
при приєднанні точки до кінця недеформо-
ваної пружини остання буде у даному ви-
падку розтягнутою під дією сили ваги точ-
ки). Відстань між рівнями 1 (недеформова-
ної пружини) і 2 (статичної рівноваги точ-
ки) називається статичною деформацією 
пружини і позначається cmδ .  
 
В положенні рівноваги точки 
1
0
n
kx
k
F
=
=∑ , 0 або 0прP F− = . Ос-
тання рівність з урахуванням деформації пружини 
стλ δ=  набуде ви-
гляду 
 
   0стP c δ− ⋅ = ;                       (1) 
3 – довільне положення точки під час коливань (бажано рівень 3 зобра-
зити так, щоб рівні 1, 2, 3 йшли на схемі послідовно). 
2. У довільному положенні покажемо діючі на матеріальну точку 
сили, вважаючи її вільною. Це будуть сили ваги точки Р  і пружності 
пружини npF  (реакція пружини). 
3. Виберемо систему відліку. Початок системи відліку бажано ви-
брати в положенні рівноваги точки (рівень 2), а вісь  х  направити у бік 
зростання цифр 1,2,3, що позначають характерні рівні на схемі. В тако-
му разі довільне положення буде знаходитись в області додатних зна-
чень координати  х. 
4. Складемо диференціальне рівняння руху точки. Для цього спро-
ектуємо  основне рівняння динаміки 
 
npFPam +=  
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на вісь х: 
( )пр cmmx P F P c хδ&& = − = − + , 
де ст xλ δ= +  − повна деформація пружини у довільному поло-
женні. З урахуванням рівності (1) права частина останнього рівняння 
спроститься: 
cmmx P c cх cxδ&&= − ⋅ − = − . 
Подальші перетворення диференціального рівняння виконуються у 
такій послідовності: 
- шукану функцію х і її похідні за часом треба перенести в ліву ча-
стину рівняння 
0=+ cxxm && ,  
- коефіцієнт перед вищою похідною зробити рівним одиниці (по-
ділити усі доданки на масу т ) 
0cx x
m
&&+ = , 
- ввести позначення: коефіцієнт перед шуканою функцією х по-
значити 
  
2
0
c
m
ω = .                    (2) 
Тоді диференціальне рівняння вільних коливань матеріальної 
точки набуде вигляду 
          020 =+ хх ω&& .                     (3) 
5. Загальний розв’язок однорідного диференціального рівняння (3) 
буде 
   1 0 2 0cos sinx C t C tω ω= ⋅ + ⋅ ,                    (4) 
де 1 2,C C  − сталі інтегрування, які визначаються за допомогою по-
чаткових умов. Щоб скористатись початковими умовами, треба мати 
вираз для похідної за часом від координати х. Диференціюючи за часом 
рівняння (4), отримаємо: 
1 0 0 2 0 0sin cosx C t C tω ω ω ω= − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅&                       (5) 
6. Визначимо сталі інтегрування 1 2,C C . Для цього складемо поча-
ткові умови. Припустимо, що матеріальна точка почала рухатись, маю-
чи додатні значення початкової координати (точка А на розрахунковій 
схемі) і проекції швидкості: 
   
00tx x= =
,    
00tx V= =&  .                    (6) 
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Підставляючи початкові умови (6) у вирази функцій координати 
(4) і проекції швидкості (5) точки, отримаємо систему алгебраїчних рів-
нянь для визначення сталих інтегрування 1 2,C C : 
0 1 2
0 1 0 2 0
cos0 sin 0,
sin 0 cos0.
x C C
V C Cω ω
= ⋅ + ⋅

= − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅
 
Звідки сталі інтегрування будуть    
1 0C x= ,  
0
2
0
VC
ω
= . 
Підставляючи сталі інтегрування у вираз (4), отримаємо 
0
0 0 0
0
cos sinVx x t tω ω
ω
= ⋅ + ⋅
 .                    (7) 
Рівняння (7) називається рівнянням вільних коливань матеріа-
льної точки. 
Рівняння (4) або (7) можна подати у формі 
   ( )00sin ϕω += tAx ,                    (8) 
де 22
2
1 CCА += , 
2
1
0 C
C
arctg=ϕ  (або 
2
0
2
02
0
ω
V
xА += ,  
     
0
00
0 V
x
arctg ωϕ ⋅= ).  
З формули (8) видно, що параметр А є амплітудою коливань 
(найбільшим відхиленням точки від положення рівноваги), аргумент 
00 ϕω +t  називається фазою коливань, а величина 0ϕ  − початковою 
фазою. Параметр 0ω , як коефіцієнт при часі t  у формулі тригономет-
ричної функції, має назву колової частоти коливань (або власної час-
тоти). Колова частота визначає число коливань за проміжок часу pi2  
секунд і вимірюється у  рад/с (або 1/с). Слід зазначити, що в технічній 
літературі використовується і звичайна частота f  (або інше позначен-
ня), яка визначає число коливань за 1 секунду, вимірюється в Гц (Герц) і 
зв’язана з коловою частотою співвідношенням  
0 2 fω pi= . 
Залежність між періодом Т0 (проміжком часу, протягом якого від-
бувається повне коливання) і коловою частотою визначається з умови 
періодичності руху і має вигляд 
    
0
0
2
ω
pi
=Т .                  (10) 
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Розглянута  на  рисунку  механічна система називається консерва-
тивною. У відповідності з (8) вантаж (матеріальна точка) здійснює гар-
монічний коливальний  рух. Колова частота 0ω  і період 0Т  від початко-
вих умов не залежать, а визначаються параметрами системи (m, c). Ам-
плітуда А і початкова фаза 0ϕ  вільних коливань залежать від початко-
вих умов.  
Пружини, які з’єднують вантаж з основою, можуть утворювати 
систему паралельно і послідовно з’єднаних пружних елементів. У цьому 
випадку подані на рисунках вихідні механічні схеми необхідно методом 
еквівалентних перетворень звести до розрахункової схеми з одним пру-
жним елементом, який має еквівалентну жорсткість се. 
 
Еквівалентна пружина 
на розрахунковій схемі при 
паралельному з’єднанні пру-
жних елементів буде мати 
жорсткість  
21 сссе += , 
 
 
Еквівалентна пружина на розрахунковій 
схемі при послідовному з’єднанні пружних еле-
ментів буде мати жорсткість 
)/( 2121 сссссе +⋅= . 
При змішаному з’єднанні трьох і більше 
пружних елементів послідовно замінюються по 
два пружних елемента, доки не залишиться 
один з еквівалентною жорсткістю се. 
 
3.4.2 Вільні коливання при наявності сил опору 
(затухаючі коливання) 
 
При русі в середовищі (рідині) на матеріальну точку діє сила опору 
(в’язкого тертя), яку при малих швидкостях руху можна вважати прямо 
пропорційною швидкості точки і напрямленою в бік, протилежний 
швидкості: R bV= − , де b – коефіцієнт опору середовища. За допомогою 
сили опору моделюються в’язкі властивості реальних пружних тіл. Ко-
ливання, які відбуваються під дією відновлюючої сили і сили опору, 
називаються затухаючими. 
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Механічна система, що моделює 
в цьому випадку коливання вантажу 
(матеріальної точки), має такий же 
вид, як у  §3.4.1, тільки додається сила 
опору (при зображенні сили опору 
вважаємо, що точка рухається в бік 
додатного напряму осі  х). Умовні по-
значення на рисунках співпадають. 
Диференціальне рівняння руху 
матеріальної точки буде мати вигляд  
 
прma P F R= + +  
або ( )cmmx P c x bxδ= − + −&& & , 
або 0=++ cxxbxm &&& . 
Розділимо усі доданки на т і 
введемо позначення 
    
2
0
c
m
ω = ,
m
bh =2 ,                          (11) 
де h − коефіцієнт демпфірування коливань. 
Тоді диференціальне рівняння вільних коливань при наявнос-
ті сили опору набуде вигляду 
                                     
2
02 0x hx xω+ + =&& & .                                     (12) 
Характер руху вантажу істотним чином залежить від співвідно-
шення h  і  0ω . 
Рівняння коливання вантажу x(t) і перша похідна за часом )(tx&  у 
випадку малого опору (h < 0ω ) мають вигляд 
 ( ) ( )0*0*02*01 sinsincos ϕωωω +⋅=+= −− teAtCtCex htht ,               (13) ( ) ( )tCtCetCtChex htht *02*01*0*02*01 cossinsincos ωωωωω +−++−= −−& ,    (14) 
де 
1 2,C C  − сталі інтегрування, які визначаються за допомогою по-
чаткових умов і у випадку (6) мають значення 
01 xС = ,  ( ) ;/ *0002 ωhxVC +=  
( )
2*
0
2
002
0
2
2
2
1
ω
hxV
xCCА ++=+= ;  
00
*
0
2
1
0
0
hxV
x
arctg
C
C
arctg
+
⋅
==
ω
ϕ ;   
                                            
22
0
*
0 h−= ωω . 
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Відповідна до рисунку механічна система називається дисипатив-
ною, а співвідношення (13) називається рівнянням затухаючих коли-
вань. При цьому амплітуда коливань htAe−  з часом спадає за експонен-
ціальним законом до нуля. Величина *0ω  є коловою частотою затуха-
ючих коливань і пов’язана з умовним періодом затухаючих коливань 
*
0Т  формулою 
    
*
0
*
0
2
ω
pi
=Т .                  (15) 
У випадку великого опору ( 0ω>h ) закон коливань вантажу буде 
мати вигляд 
      
tptp
eCeCx 21 21 += ,                  (16) 
де  20
2
1 ω−+−= hhp ; 
2
0
2
2 ω−−−= hhp . 
Це рівняння описує аперіодичний затухаючий рух. Координата х 
вантажу при 0→t  монотонно зменшується, а вантаж наближається до 
положення статичної рівноваги. 
Граничний випадок має місце при 0ω=h . Тут закон руху вантажу 
буде  
          ( )tCCex ht ⋅+= − 21 .                  (17) 
Розглянутий рух (15) також є аперіодичним затухаючим ( 0→x  
при ∞→t ). 
 
3.4.3 Вимушені коливання 
 
Коливання, що відбуваються під дією відновлюючої сили і збурю-
вання, яке змінюється за часом, називаються вимушеними. Ці коливан-
ня виникають у разі безпосередньої дії на точку збурюючої сили (силове 
збудження коливань), при переміщенні точки прикріплення до основи 
пружини або пружного тіла (кінематичне збудження коливань), а також 
при взаємному зміщенні мас, які складають механічну систему, 
з’єднаною з пружною основою. 
Силове збудження коливань 
Сила ( )Q t , яка змінюється за часом по заданому закону, називаєть-
ся збурюючою. Розглянемо простіший, але практично важливий випа-
док, коли сила змінюється за гармонійним законом 
tHQ Bωsin⋅= , 
де Н − амплітуда збурюючої сили;   Bω  − її колова частота. 
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Механічна система, яка моделює в 
цьому випадку коливання вантажу 
(матеріальної точки), має такий же вид, 
як у § 3.4.1, тільки додається збурююча 
сила (при зображенні сили вважаємо, 
що вона напрямлена в бік додатного 
напряму осі  х). Умовні позначення на 
рисунках співпадають.  
Диференціальне рівняння руху 
матеріальної точки має вигляд 
 QFPam пр++=  
або    tHxcmgxm Bωδ sin)( ст ++−=&& , 
або tHcxxm Bωsin=+&& . 
Розділимо усі доданки на т і вве-
демо позначення 
            
2
0
c
m
ω = ,     
В
Hh
m
=
.               (18) 
 
Тоді диференціальне рівняння вимушених коливань  набуде 
вигляду 
                      
2
0 sinB Bx x h tω ω+ =&& .                                   (19) 
Рівняння (19) є лінійним неоднорідним диференціальним рівнян-
ням другого порядку зі сталими коефіцієнтами. Загальний розв’язок 
неоднорідного диференціального рівняння (19) подамо у вигляді 
1 2x x x= + , 
де 
1x  − загальний розв’язок відповідного однорідного рівняння; 
     2x  − частинний розв’язок неоднорідного рівняння. 
Загальний розв’язок однорідного рівняння має вигляд (4). При ви-
значенні частинного розв’язку розглянемо три випадки: 
0Вω ω≠ ; 0Вω ω≈ ; 0Вω ω= . 
1) 0Вω ω≠  (частота збурюючої сили і власна частота різні). 
В цьому випадку частинний розв’язок має вигляд 
 
t
h
x B
B
B ω
ωω
sin22
0
2
−
= , 
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а рівняння коливання вантажу x(t) і перша похідна за часом )(tx&  мають 
вигляд 
  t
h
tСtСx B
B
B ω
ωω
ωω sinsincos 22
0
0201
−
++= ,               (20) 
        1 0 0 2 0 0 2 2
0
sin cos cosВ В В
В
h
x C t C t tωω ω ω ω ω
ω ω
⋅
= − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅
−
& .   (21) 
де 1 2,C C  − сталі інтегрування, які визначаються за допомогою по-
чаткових умов і у випадку (6) мають значення 
01 xС = ,  ( )2200002 BBB
hV
С
ωωω
ω
ω −
⋅
−= . 
Рівняння (20) називається рівнянням вимушених коливань. За-
кон коливань вантажу при вимушених коливаннях є бігармонійним 
(двочастотним) − відбувається накладення вільних (власних) коливань 
консервативної механічної системи (перші два доданки у формулі (20)) 
на чисто вимушені коливання з частотою збурюючої сили (останній 
доданок у формулі (20)). Особливістю таких коливань є те, що власні 
коливання збуджуються і при нульових початкових умовах. В реальних 
системах власні коливання за рахунок опору руху швидко затухають і 
залишаються чисто вимушені коливання. Колова частота чисто ви-
мушених коливань Bω  від параметрів системи  і початкових умов не 
залежить, а визначається параметрами збурюючої сили. Амплітуда чи-
сто вимушених коливань 22
0 B
B
B
hA
ωω −
=  також від початкових умов не 
залежить а визначається параметрами збурюючої сили (Н, Bω ) і механі-
чної системи (m, с). 
2) 0Вω ω≈  (частота збурюючої сили і власна частота близькі за 
значенням). 
Припустимо, що початкові умови нульові ( 0 00, 0x V= = ). Тоді, по-
клавши 0 1Вω ω ≈ , але 
2 2
0 0Вω ω− ≠  і 0 2В Вω ω ω+ ≈ , з виразу (20) 
отримаємо 
0
02 2 2 2
0 0
(sin sin ) 2 sin( ) cos
2
В В В
В В
В В
h h
x t t t t
ω ω
ω ω ω
ω ω ω ω
−
≈ ⋅ − ≈ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
− −
. (22) 
Такий рух називається биттям: коливальних рух, який відбуваєть-
ся з частотою Вω  збурюючої сили та амплітудою, яка являється пері-
одичною (з частотою 2/)( 0ωω −В ) функцією часу. 
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3) 0Вω ω=  (частота збурюючої сили і власна частота співпада-
ють). 
В цьому випадку частинний розв’язок має вигляд 
 
t
th
x B
B
B ω
ω
cos
22
−= , 
а рівняння коливання вантажу x(t) має вигляд 
 
  tt
h
tCtCx B
B
B ω
ω
ωω cos
2
sincos 0201 ⋅−⋅+⋅= .   (23) 
Як неважко помітити, амплітуда чисто вимушених коливань 
2
В
В
h t
ω
⋅
 
збільшується прямо пропорційно часу і при t → ∞  необмежено зростає. 
Явище необмеженого зростання амплітуди вимушених коливань нази-
вається резонансом, а рівність 0Вω ω=  – умовою резонансу. В реаль-
них конструкціях явище резонансу може служити причиною їхнього 
руйнування. 
 
 
Кінематичне збудження коливань 
При кінематичному збудженні коливань заданий рух здійснює ос-
нова у точці  прикріплення до нього кінця пружини за законом  
 
sin Ba tξξ ω= ⋅ , 
де aξ  − амплітуда переміщення основи; 
    Bω  − її колова частота. 
Механічна система, яка моделює в цьому випадку коливання ван-
тажу (матеріальної точки), має такий же вид, як §3.4.1, тільки додається 
переміщення основи пружини ξ  (при зображенні переміщення вважає-
мо, що воно напрямлене в бік додатного напряму осі х). Умовні позна-
чення на рисунках співпадають. 
Диференціальне рівняння руху матеріальної точки має вигляд  
 
прma P F= + , 
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або           
ст( )mx mg c xδ ξ= − + −&& , 
або    sin Bmx cx с a tξ ω+ = ⋅ ⋅&& . 
Розділимо усі доданки на т і 
введемо позначення 
              
2
0
c
m
ω = , В
с a
h
m
ξ⋅
= .          (24) 
Тоді диференціальне рівняння 
вимушених коливань набуде вигляду 
             
2
0 sinB Bx x h tω ω+ =&& .            (25) 
Диференціальне рівняння по-
вністю співпадає з рівнянням (19). 
Отже, властивості вимушених 
коливань при кінематичному збу-
дженні будуть такими же, як і при 
силовому. 
 
3.4.4 Вплив сили опору на вимушені коливання 
 
Якщо на матеріальну точку, крім відновлюючої і збурюючої сил, 
діє також і сила опору (див. § 3.4.2), то диференціальне рівняння її руху 
матиме вид а 
 
ma P F R Q= + + +пр yma P F R Q= + + +  
або   
ст( ) sin Bmx mg c x bx H tδ ω= − + − +&& & , 
або sin Bmx bx cx H tω+ + =&& & . 
Розділимо усі доданки на т і введемо позначення 
2
0
c
m
ω = , 
m
bh =2 , В
Hh
m
= . 
Тоді диференціальне рівняння вимушених коливань з ураху-
ванням опору набуде вигляду 
                       
2
02 sinB Bx hx x h tω ω+ + =&& & .                 (26) 
Загальний розв’язок неоднорідного диференціального рівняння 
(26) складається з суми розв’язків 
1 2x x x= + , 
де 1x  − загальний розв’язок відповідного однорідного рівняння;  
    2x  − частинний розв’язок неоднорідного рівняння. 
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У випадку малого опору ( 0h ω< ) рівняння вимушених коливань 
точки з урахуванням опору має вигляд 
( ) ( ) ( )BBBB
Bht t
h
h
tCtCex ϕω
ωωω
ωω −
+−
++= − sin
4
sincos
22222
0
*
02
*
01 ,   (27) 
де 220
*
0 h−= ωω ,  22
0
2
B
B
B
h
arctg
ωω
ωϕ
−
⋅
= ; 
    
1 2,C C  − сталі інтегрування;  
    
*
0ω  − колова частота затухаючих коливань; 
    Bϕ  − зсув фази чисто вимушених коливань. 
З рівняння руху (27) витікає, що коливання точки є двочастотни-
ми: вони відбуваються одночасно як з частотою *0ω  затухаючих коли-
вань, так і з частотою Вω  чисто вимушених коливань. Наявність множ-
ника у першому доданку призводить до швидкого затухання коливаль-
ного руху точки з частотою *0ω . Проте чисто вимушені коливання з час-
тотою збурюючої сили (другий доданок в рівнянні (27)) відбуваються 
постійно, незалежно від часу, з амплітудою 222220 4)( BBBB hhA ωωω +−=  
і зсувом фази Bϕ , величини яких визначаються параметрами системи і 
збурюючої сили.  
Якщо значення частоти збурюючої сили дорівнює 220 2hВ −= ωω , 
а параметри механічної систем задовольняють нерівності 
707,0/0 0 << ωh , де 0/ωh  − відносне демпфірування, то амплітуда ви-
мушених коливань вантажу буде найбільшою: 
)2( *0max ωhhA BB = . 
При )( 0ωω =В  в системі наступає явище резонансу. Однак, на від-
міну від консервативної системи, амплітуда змушених коливань ванта-
жу в дисипативній системі необмежено не зростає, а приймає кінцеве 
значення, яке дорівнює 
( )02/
.
ωhhА BВрез = . 
Якщо значення параметру відносного демпфірування лежать у ді-
апазоні 1/707,0 0 <≤ ωh , то амплітуда вимушених коливань в зоні резо-
нансу не має екстремуму і за будь-якої частоти збурюючої сили на пе-
ревищує статичне переміщення cHxст = . 
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Таким чином, вплив сили опору на вимушені коливання виража-
ється у зсуві фази вимушених коливань відносно фази збурюючої сили і 
зменшенні амплітуди коливань зі зростанням опору.  
 
3.4.5 Приклади розв’язання задач по дослідженню 
коливального руху матеріальної точки 
 
Приклад 1. Знайти рівняння коливального руху вантажу D у на-
прямку осі х з моменту дотику ним плити, вважаючи, що при подаль-
шому русі вантаж від плити не відділяється. Плита, яка займає в стані 
спокою горизонтальне положення, є невагомою. Рухи плити та основи 
вважати поступальними. 
 
Умова задачі. Пролетів-
ши без початкової швидкості 
відстань =h 0,2 м, вантаж D 
( =Dm 20 кг) з’єднується у мо-
мент часу 0=t  з плитою, яка 
зв’язує систему двох недефор-
мованих паралельно закріпле-
них пружин, які мають коефіці-
єнти жорсткості та опору                           
с1 = 100 Н/см, с2 = 200 Н/см, 
== 21 bb 0. Одночасно основа 
починає здійснювати рух за 
законом  
sin 0,5 sin30Ba t tξξ ω= ⋅ = ⋅  (см).        
Розв’язання: Спочатку розглянемо допоміжну задачу про вільне 
падіння матеріальної точки (вантажу) з висоти 
0h A A=  до моменту до-
тику з плитою. 
 
Розрахункова схема цієї задачі наведена на рисун-
ку. Диференціальне рівняння руху має вид: 
Dm x P=&& , 
або 
D Dm x m g=&& , або x g=&& . Інтегруючи за часом обидві 
частини останнього рівняння, отримаємо 
1
2
1 2
,
/ 2 .
x gt C
x gt C t C
= +

= + +
&
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При нульових початкових умовах сталі інтегрування 21,СС  дорів-
нюють нулю. Записуючи функції хх,&  у кінцевій точці А відрізку  
руху АА0 , матимемо систему алгебраїчних рівнянь 
 
2
,
/ 2,
AV g
h g
τ
τ
=

=
 
звідки, виключаючи час руху на відрізку падіння τ , отримаємо розра-
хункову формулу для швидкості точки в момент дотику з  
плитою 2 2 10 0,2 2AV gh= ≈ ⋅ ⋅ =  (м/с). 
Розглянемо основну задачу про коливання матеріальної точки (ва-
нтажу).  
Перетворимо вихідну механічну схему в розрахункову з одним 
пружним елементом (див. методику § 3.4.1) і подамо її на наступному 
рисунку, де рівні 1, 2, 3 визначають відповідно вільний кінець недефор-
мованої пружини, положення статичної рівноваги вантажу і його дові-
льне положення під час коливань, точка А – положення вантажу в мо-
мент дотику плити, стδ  − статична деформація пружини під дією ван-
тажу, , прР F  − відповідно сила ваги вантажу та сила пружності пружи-
ни, ξ − напрямок кінематичного збудження в точці  кріплення пружини 
до рухомої опори. Знаходимо еквівалентну  жорсткість с (див. § 3.4.1): 
 
30020010021 =+=+= ccc  Н/см =3⋅10
4
 Н/м. 
Складемо диференціальне рівняння руху точки: 
 
( )
sin ,
D
B
пр cm
cm
m x P F P c х
P c cx c cx ca tξ
δ ξ
δ ξ ω
&& = − = − + − =
= − − + = − +
 
і перетворимо його до стандартної форми: т 
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sin BDm x cx ca tξ ω+ =&& , 
або  sin
D D
B
cac
x x t
m m
ξ ω&&+ = , 
позначимо  20
D
c
m
ω = ,  В
D
с a
h
m
ξ⋅
= , тоді 
            
2
0 sinB Bx x h tω ω+ =&& . 
Отримане рівняння має форму 
(25) диференціального рівняння виму-
шених коливань. Його розв’язок – фун-
кція )(tx , і її перша похідна за часом 
)(tх&  мають вигляд (20), (21) 
 
     
1 0 2 0 2 2
0
cos sin sinВ В
В
h
x C t C t tω ω ω
ω ω
= ⋅ + ⋅ + ⋅
−
  
                      
1 0 0 2 0 0 2 2
0
sin cos cosВ В В
В
h
x C t C t tωω ω ω ω ω
ω ω
⋅
= − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅
−
&
  
Для визначення сталих інтегрування 21,СС  складемо початкові 
умови (координата точки А (див. розрахункову схему) і проекція почат-
кової швидкості AVV =0 = 2 м/с): 
0 стtx δ= = − ,    00tx V= =&  
і підставимо їх у функції )(tx  і )(tх&   
1 2 2 2
0
0 1 0 2 0 2 2
0
cos0 sin 0 sin 0,
sin0 cos0 cos0.
В
ст
В
В В
В
hC C
hV C C
δ
ω ω
ω
ω ω
ω ω

− = ⋅ + ⋅ + ⋅
−

⋅
= − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅

−
 
Звідки сталі інтегрування будуть 
 
1 стC δ= − ,  
2 0 2 2
0 0
1 ( )В В
В
hC V ω
ω ω ω
⋅
= ⋅ −
−
 
, 
. 
. 
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Підставляючи їх у функцію )(tx , отримаємо рівняння руху ван-
тажу у загальній формі 
0 0 02 2 2 2
0 0 0
1
cos ( ) sin sinВ В Вст В
В В
h h
x t V t tωδ ω ω ω
ω ω ω ω ω
⋅
= − ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅
− −
. 
Підрахуємо значення сталих параметрів:   
   
величина статичної деформації  2
ст 4
10 20 0,67 10  м
3 10
Dg m
c
δ −⋅ ⋅= ≈ = ⋅
⋅
, 
значення власної частоти  
с
рад
 7,38
20
103 4
0 =
⋅
==
Dm
c
ω , 
4 2
2
3 10 0,5 10 м7,5
20 сВ D
с a
h
m
ξ −⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= = =
, 
2
42 2
20
7,5 7,5 1,25 10 м
3 10 1500 90030
20
В
В
h
ω ω
−
= = = ⋅
⋅− −
−
 
2
0 42 2
20 0
1 1 7,5 30 1( ) (2 ) (2 0,375) 4,2 10 м
3 1038,7 38,730
20
В В
В
hV ω
ω ω ω
−
⋅ ⋅
⋅ − = ⋅ − = ⋅ − = ⋅
⋅−
−
 
Тоді рівняння руху вантажу буде: 
2 2 20,67 10 cos38,7t 4,2 10 sin38,7t 1,25 10 sin30tx − − −= − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅  (м). 
 
Перевірка: При 0=t  одержимо 20 1067,0
−
=
⋅−=
t
х  м, що співпа-
дає з величиною раніше визначеної початкової умови 0x . 
 
Відповідь: Вантаж здійснює вимушені коливання за законом   
2 2 20,67 10 cos38,7t 4,2 10 sin38,7t 1,25 10 sin30tx − − −= − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅  (м), з 
коловими частотами вільних 0ω = 38,7 с
рад
 і чисто вимушених коли-
вань Вω =30 с
рад
. Відповідні періоди (див. формулу (10)) будуть дорів-
нювати  0T = 0,16 с і BT = 0,21 с. Графік залежності координати х  від 
часу t  має вигляд 
, 
. 
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Зауваження. Для побудови графіка будь-якої функцій треба скла-
сти таблицю, у якій в першому стовпці задаються з певним кроком зна-
чення аргументу функції, а у другому обчислюються значення функції. 
Для побудови графіка періодичної функції при виборі кроку за аргумен-
том треба мати впевненість, що кількість отриманих точок буде достат-
ньою для описання щонайменше періоду цієї функції. Для описання 
періоду  достатньо 8 точок, тому був вибраний крок за часом у 0,02 с, 
що дозволив описати найменший з двох періодів – 0,16 с. Усього на 
графіку вимушених коливань бажано вивести 10-20 найменших  
періодів. 
 
Приклад 2. Знайти рівняння коливального руху вантажу D по гла-
денькій похилій площині у напрямку осі х, що співпадає з віссю двох 
послідовно з’єднаних пружин. 
 
Умова задачі. Систе-
ма встановлених на пружи-
нах вантажів D ( =Dm 20 кг) 
і Е =Em( 10 кг) знаходиться 
в положенні статичної рів-
новаги. У момент часу 0=t  
вантаж Е знімають з ванта-
жу D. Одночасно вантажу D  
надають початкову швидкість  1,000 == xV &  м/с у напрямку позитивного 
відліку координати х. Коефіцієнти жорсткості пружин дорівнюють  с1 =  
с2 = 400 Н/см. Кут 030=α . 
Розв’язання: Перетворимо вихідну механічну схему в розрахун-
кову з одним пружним елементом (див. методику § 3.4.1) і подамо її на 
рисунку, де рівні 1,2,3 визначають відповідно вільний кінець недефор-
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мованої пружини, положення статичної рівноваги вантажу D і його до-
вільне положення під час коливань, точка А – положення вантажу D в 
момент початку коливань (положення рівноваги системи  
вантажів D і Е), 
Dст
δ  − статична деформація пружини під дією вантажу 
D, npD FNP ,,  − відповідно сила ваги вантажу, нормальна реакція повер-
хні та сила пружності пружини.  
В даній схемі в положенні статичної рівноваги вантажу D сила 
пружності npF  пружини зрівноважує не всю силу ваги вантажу DP , а 
тільки її складову sinDx DP P α= ⋅  у напрямку осі Ох, яка співпадає з 
віссю пружини. 
Знаходимо еквівалентну  жорсткість с (див. § 3.4.1): 
 
                          1 2
1 2
400 400 200
400 400
c c
c
c c
⋅ ⋅
= = =
+ +
 
Складемо диференціальне рівняння руху точки: 
 
cxcxcPxcPFPxm
DD стDстDпрDxD −=−−=+−=−= δαδα sin)(sin&& , 
і перетворимо його до стандартної форми:  
0Dm x cx+ =&& , 
або 0=+ x
m
c
x
D
&& , 
позначимо 
Dm
c
=
2
0ω ,  
тоді  020 =+ xx ω&& . 
Отримане рівняння має 
форму (3) диференціального 
рівняння вільних коливань. 
Його розв’язок – функція 
)(tx , і її перша похідна за ча-
сом )(tx&  мають вигляд (4), (5) 
 
1 0 2 0cos sinx C t C tω ω= ⋅ + ⋅ ,  
               1 0 0 2 0 0sin cosx C t C tω ω ω ω= − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅& . 
Н/см = 2⋅104 Н/м. 
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Для визначення сталих інтегрування 21,СС  складемо початкові 
умови (координата точки А (див. розрахункову схему) і проекція почат-
кової швидкості AVV =0 = 0,1 м/с): 
0 DE D Et ст ст стx δ δ δ= = − = ,    00tx V= =&  
і підставимо їх у функції )(tx  і )(tx&   
1 2
0 1 0 2 0
cos0 sin 0,
sin 0 cos0.
Eст
C C
V C C
δ
ω ω
= ⋅ + ⋅

= − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅
 
Звідки сталі інтегрування будуть 
1 Eст
C δ= , 
0
0
2 ω
V
С = . 
Підставляючи їх у функцію )(tx , отримаємо рівняння руху ванта-
жу у загальній формі 
0
0 0
0
cos sin
Eст
V
x t tδ ω ω
ω
= ⋅ + ⋅ . 
Підрахуємо значення сталих параметрів:    
величина статичної деформації 
  
2
4
sin 10 10 0,5 0,25 10  м
2 10E
E
ст
m g
c
αδ −⋅ ⋅ ⋅= ≈ = ⋅
⋅
, 
значення власної частоти  
4
0
2 10 рад1000 31,6 
20 сD
c
m
ω
⋅
= = = ≈
, 
20
0
0,1 0,32 10
31,6
V
ω
−
= ≈ ⋅
 м. 
Тоді рівняння руху вантажу буде: 
2 20,25 10 cos31,6t 0,32 10 sin 31,6tx − −= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅  (м). 
Перевірка: При 0=t  одержимо 20 1025,0
−
=
⋅=
t
х  м, що співпадає 
з величиною раніше визначеної початкової умови 0x . 
Відповідь: Вантаж здійснює вільні коливання за законом   
2 20,25 10 cos31,6t 0,32 10 sin 31,6tx − −= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅  (м), з коловою частотою 
0ω = 31,6 с
рад
, періодом (формула (10)) 0T = 0,2 с і амплітудою 
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2
2
2
1 CCА += = 0,41·10
-2
 м. Графік залежності координати х від часу t  
має вигляд 
 
Згідно до зауваження у відповіді прикладу 1, крок за часом був об-
раний у 0,02 с і на графіку наведено три періоди коливань. 
 
Приклад 3. Знайти рівняння коливального руху вантажу D, вва-
жаючи його матеріальною точкою, у напрямку горизонтальної осі х. 
Брусок, який зв’язує пружину і демпфер, є невагомим. Рух бруска, який 
займає у стані спокою вертикальне положення, вважати поступальним. 
Умова задачі. Маса вантажу =Dm  4 кг. Коефіцієнти жорсткості 
двох пружин c1 = 2 Н/см, c2 = 3 Н/см, коефіцієнт опору демпфера                       
16=b  Нс/м.  
 
 
Перед початком руху ван-
таж відхиляють на величину 
=λ 3 см у напрямку від’ємного 
відліку координати  х  у момент 
часу 0=t , надаючи вантажу по-
чаткову швидкість =0V 0,6 м/с, 
спрямовану вліво. 
Розв’язання: Перетворимо вихідну механічну схему в розрахун-
кову з одним пружним елементом (див. методику § 3.4.1) і подамо її на 
рисунку, де  рівні 1,2,3 визначають відповідно вільний кінець недефор-
мованої пружини,   положення статичної рівноваги вантажу D (яке для 
горизонтальної пружини співпадає з рівнем 1; в цьому разі 0=стδ ) і 
його довільне положення під час коливань, точка А – положення ванта-
жу D в момент початку коливань, 0V  − вектор початкової швидкості, 
RFNP np ,,,  − відповідно сила ваги вантажу, нормальна реакція повер-
хні, сила пружності пружини та сила опору.  
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Схема розташування вантажу поміж двома пружинами еквівалент-
на паралельному з’єднанню пружних елементів (див. § 3.4.1). 
 
Знаходимо еквівалентну 
жорсткість с: 
53221 =+=+= ссс  Н/см = 
   = 5⋅102 Н/м. 
         Складемо диференціаль-
не рівняння руху точки:  
,D прm x F R cх bx&& &= − − = − −  
і перетворимо його до стандартної форми: 
 
0
D D
b c
x x x
m m
&& &+ + = . 
Позначимо  2
0
D
c
m
ω = , 
m
bh =2 , тоді  202 0x hx xω+ + =&& & . 
Отримане рівняння має форму (12) диференціального рівняння ві-
льних коливань при наявності опору. Підрахуємо значення власної час-
тоти вільних коливань:  
 
           
2
0
5 10 рад125 11,2 
4 сD
c
m
ω
⋅
= = = ≈
, 
та коефіцієнта опору: 16 рад2 
2 2 4 с
bh
m
= = =
⋅
. 
Зрівнюючи ці параметри, маємо 0h ω<  − випадок малого опору. В 
цьому разі функція )(tx  і її перша похідна за часом )(tx&  мають  
вигляд (13), (14) 
( )* *1 0 2 0cos sinhtx e C t C tω ω−= ⋅ + , 
* * * * *
1 0 2 0 0 1 0 2 0( cos sin ) ( sin cos )ht htx h e C t C t e C t C tω ω ω ω ω− −= − ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅& . 
Для визначення сталих інтегрування 21,СС  складемо початкові 
умови (координата точки А (див. розрахункову схему) і проекція почат-
кової швидкості): 
 
   λ−=
=0tx , 00 Vx t −==&  
  
104
і підставимо їх у функції )(tx  і )(tx&  
  
0
1 2
0 0 *
0 1 2 0 1 2
( cos0 sin 0),
( cos0 sin 0) ( sin 0 cos0).
e C C
V h e C C e C C
λ
ω
− = ⋅ ⋅ + ⋅

− = − ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅
 
Звідки сталі інтегрування будуть 
 
1C λ= − ,  02 *
0
V hC λ
ω
− −
=
. 
Підставляючи їх у функцію )(tx , отримаємо рівняння руху ванта-
жу у загальній формі 
 
* *0
0 0*
0
cos sinht V hx e t tλλ ω ω
ω
−
 +
= − ⋅ ⋅ + ⋅ 
 
. 
Підрахуємо значення сталих параметрів: значення власної частоти 
затухаючих коливань  
 
           
* 2 2
0 0
рад125 4 121 11 
с
hω ω= − = − = = , 
0
*
0
0,6 2 0,03 0,66 0,06
11 11
V hλ
ω
+ + ⋅
= = ≈
 м. 
Тоді рівняння руху вантажу буде: 
2te (0,03 cos11t 0,06 sin11t)x −= − ⋅ ⋅ + ⋅  (м). 
 
Перевірка: При 0=t  одержимо 03,00 −==tx  м, що співпадає з 
величиною раніше визначеної початкової умови 0x . 
 
Відповідь: Вантаж здійснює затухаючі коливання за законом   
2te (0,03 cos11t 0,06 sin11t)x −= − ⋅ ⋅ + ⋅  (м), з коловою  
частотою *0ω = 11 с
рад
 і періодом (див. формулу (15)) *0T =0,58 с. Гра-
фік залежності координати х від часу t  має вигляд  
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Згідно до зауваження у відповіді прикладу 1, крок за часом був об-
раний у 0,06 с і на графіку наведено три періоди коливань. 
 
 
3.5 Загальні теореми динаміки точки 
 
3.5.1 Теорема про зміну кількості руху матеріальної точки 
 
Кількістю руху матеріальної точки називається вектор, що дорі-
внює добутку маси точки на вектор її швидкості .νmQ =  
Елементарним імпульсом сили F  називається вектор .dtFSd =  
Імпульсом сили за певний проміжок часу τ називається вектор 
 
∫=
τ
0
.dtFS
 
Проекція імпульсу сили на координатні осі визначається так: 
 
∫=
τ
0
;dtFS хх   ∫=
τ
0
;dtFS уу   ∫=
τ
0
.dtFS zz  
Теорема про зміну кількості руху матеріальної точки: 
– в диференціальній формі:  перша похідна від кількості руху ма-
теріальної точки за часом дорівнює рівнодійній сил, прикладених до 
точки 
 
.
)( R
dt
md
dt
Qd
==
ν
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Цю теорему в проекціях на координатні осі можна записати так: 
;
)(
x
x R
dt
md
=
ν
  ;
)(
y
y R
dt
md
=
ν
  .
)(
z
z R
dt
md
=
ν
 
− в інтегральній формі: зміна кількості руху матеріальної точки за 
якийсь проміжок часу 01 tt −=τ  дорівнює імпульсу рівнодійної сили за 
той самий проміжок часу: ,01 Smm =− νν  
де 10 ,νν  − швидкість точки у моменти часу t0  i t1відповідно. 
У проекціях на осі декартової системи координат 
;01 ххх Smm =− νν  ;01 ууу Smm =− νν  .01 zzz Smm =− νν  
 
3.5.2 Теорема про зміну кінетичної енергії точки 
 
Кінетичною енергією мате-
ріальної точки називається скаля-
рна величина що дорівнює поло-
вині добутку маси точки на квад-
рат її швидкості: .
2
1 2νmТ =  
 
 
Елементарна робота Ad ′  сили F  на елементарному (нескінченно 
малому)переміщенні точки прикладення сили rd  є скалярною величи-
ною, що визначається за формулою  
).,cos(
∧
=⋅=′ rdFFdrrdFAd
 
Якщо під дією сили F  матеріальна точка переміщується з поло-
ження 0M  в положення 1M , то робота сили F  на шляху 0M 1M  дорі-
внює 
.),(cos
1010 10
drrdFFrdFAdA
MMММ MM
∧
∫∫ ∫ =⋅=′=  
Формули для визначення елементарної і повної роботи сили в ана-
літичному вигляді:  
   
          ;dzFdyFdxFAd zyx ++=′  
).(
10
dzFdyFdxFA zyx
MM
++= ∫  
  
107
Робота сталої за модулем і напрямком сили F  на прямолінійно-
му переміщенні S  точки її прикладення визначається за формулою 
.cos),(cos γ⋅⋅==
∧
SFSFFSА  
Розмірність роботи  
[Α] = Η⋅м = Дж. 
 
Робота сили ваги:   
         ,PhA =  
де h −−= 10 zz  різниця 
висот початкового і кінцевого 
положення точки. 
 
Робота сили пружності при деформації пружини із стану 1х  до 
стану 2х  дорівнює: 
 
).(
2
2
2
2
1 xx
cA −=  
Теорема про зміну кінетичної енергії точки: 
- у диференціальній формі: диференціал кінетичної енергії матері-
альної точки дорівнює елементарній роботі сил, прикладених до точки, 
або 
 
dT = ;)2/( 2 Admd ′=ν  
- в інтегральній формі: приріст кінетичної енергії матеріальної то-
чки на скінченій ділянці шляху дорівнює роботі рівнодійної всіх сил, 
прикладених до точки, на тій самій ділянці шляху, або 
 
,
22
2
0
2
1 Amm =− νν  
де 1ν  − швидкість точки в кінці пройденого шляху;  
    0ν  − швидкість точки на початку шляху (початкова швидкість);  
    ∑
=
=
n
i
iAА
1
 − алгебраїчна сума робіт усіх сил, прикладених до то-
чки, на пройденому шляху. 
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3.5.3 Терема про зміну моменту кількості руху матеріальної  
точки 
 
Момент кількості руху матеріальної точки відносно центра О є 
вектором, що дорівнює векторному добуткові радіуса-вектора точки, 
початок якого є в точці О, на кількість руху цієї точки 
.)(00 vmrQrQMK ×=×==  
Момент кількості руху 
матеріальної точки відносно 
координатної осі:  
hmQMK zz ν±== )( . 
 
Теорема про зміну моменту кількості руху матеріальної точки: 
похідна за часом від моменту кількості руху матеріальної точки віднос-
но нерухомого центра О дорівнює моменту рівнодійної сил, прикладе-
них до цієї точки, відносно того ж центра 
).(00 RMdt
Кd
=  
В проекціях на осі прямокутної системи координат теорему можна 
записати у вигляді трьох рівнянь: 
);(
1
i
n
i
x
х FM
dt
dК
∑
=
=  );(
1
i
n
i
у
у FM
dt
dК
∑
=
=  ).(
1
i
n
i
z
z FM
dt
dК
∑
=
=  
Отже похідна за часом від моменту кількості руху матеріальної 
точки відносно нерухомої осі дорівнює моменту рівнодійної сили відно-
сно тієї ж осі. 
 
3.6 Принцип Даламбера для матеріальної точки 
 
Сила інерції матеріальної точки Ф  за величиною дорівнює добу-
тку маси точки на величину її прискорення і напрямлена протилежно 
вектору прискорення точки 
 
.  ; maФamФ =−=  
 
 
  
109
При русі точки по кривій силу інерції можна подати як суму двох 
складових: 
 
τФФФ n += , 
де   ;  ;
2
ρ
ν
mФamФ nnn =−=  
   .  ;
dt
d
mФamФ
ν
τττ =−=  
Принцип Даламбера для невільної матеріальної точки: при русі 
матеріальної точки активні сили і реакції в'язей, а також сила інерції 
матеріальної точки, якщо її умовно прикласти, являють собою зрівно-
важену систему сил: 
 
0=++ ФRF , 
де F  − рівнодійна активних сил;  
     R  − рівнодійна реакцій в'язей;  
     Ф  − сила інерції точки. 
 
 
ПИТАННЯ ДЛЯ САМОПЕРЕВІРКИ ЗА РОЗДІЛОМ 3 
 
1. Сформулюйте закони динаміки. 
2. Наведіть диференційні рівняння руху матеріальної точки в де-
картових координатах та натуральній формі. 
3. Як визначити постійні інтегрування при розв’язанні диферен-
ційних рівнянь руху матеріальної точки? 
4. Сформулюйте дві основні задачі динаміки. 
5. Який механічний рух називають коливальним? 
6. Які коливання називають вільними? Наведіть диференційне рі-
вняння вільних коливань та його рішення. 
7. Які коливання називають затухаючими? Наведіть диференційне 
рівняння затухаючих коливань та випадки його вирішення. 
8. Які коливання називають вимушеними? Як визначають частоту 
власних коливань та частоту збурюючої сили? 
9. Що показує коефіцієнт динамічності? Коли наступає явище ди-
намічності? 
10. Що називають кількістю руху матеріальної точки? 
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11. Як визначають імпульс сили? 
12.  Наведіть теорему про зміну кількості руху матеріальної точки 
в інтегральній формі. 
13. Що називають кінетичною енергією матеріальної точки? 
14. Як визначають роботу сили на скінченому переміщенні? Розмі-
рність роботи. 
15. Наведіть теорему про зміну кінетичної енергії матеріальної то-
чки. 
16. Що називають моментом кількості руху матеріальної точки? 
17. Запишіть теорему про зміну моменту кількості руху матеріаль-
ної точки в диференціальній формі. 
18. Що називають силою інерції матеріальної точки? 
19.  Сформулюйте принцип Даламбера для невільної матеріальної 
точки. 
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4 ДИНАМІКА МЕХАНІЧНОЇ СИСТЕМИ  
І ТВЕРДОГО ТІЛА 
 
Механічною системою (матеріальною системою) називається су-
купність матеріальних точок, положення і рух кожної з яких залежать 
від положення і руху інших. 
Сили, що діють на механічну систему, поділяються на зовнішні й 
внутрішні. 
Зовнішні сили eF  − це сили взаємодії точок механічної системи з 
тілами, що не належать даній системі. 
Внутрішні сили iF  − це сили взаємодії між точками механічної 
системи.  
Властивості внутрішніх сил: 
1. Головний вектор внутрішніх сил системи дорівнює  
нулю: 0=iF .  
2. Головний момент внутрішніх сил системи відносно будь-якої 
точки дорівнює нулю: 0)(0 =iFM .  
Маса механічної системи дорівнює сумі мас усіх точок системи: 
 
∑
=
=
n
i
imM
1
. 
Центром мас механічної системи називається геометрична точка, 
радіус-вектор якої визначається за формулою 
 
.
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1
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r  
Координати центра мас визначаються за формулами 
 
∑
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∑
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За визначенням центр мас є геометричною (а не матеріальною) то-
чкою. Центр ваги системи збігається з центром мас. 
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4.1 Теорема про рух центра мас механічної системи 
 
Теорема. Центр мас механічної системи рухається як матеріальна 
точка, маса якої дорівнює масі системи і на яку діє сила, що дорівнює 
головному вектору зовнішніх сил системи: 
.
e
c FaM =  
Диференціальні рівняння руху центра мас у проекціях на осі дека-
ртової системи координат: ∑
=
=
n
i
e
ixC FxM
1
;&&  ∑
=
=
n
i
e
iуC FуM
1
;&&  ∑
=
=
n
i
e
izC FzM
1
.&&  
Ці рівняння є також диференціальними рівняннями поступального 
руху абсолютно твердого тіла. 
Внутрішні сили не входять в ці рівняння і безпосередньо не впли-
вають на рух центра мас механічної системи. У змінюваній системі вну-
трішні сили викликають рух точок системи, змінюють їх взаємне роз-
ташування, не змінюючи положення центра мас. 
У ряді випадків внутрішні сили є причиною появи зовнішніх сил, 
які викликають рух центра мас. Наприклад, в колісних транспортних 
засобах (трамвай, тролейбус, автомобіль та ін.) внутрішні сили двигуна 
впливають на їх рух через сили тертя між ведучими колесами та опор-
ною поверхнею (рейками, шляхом). 
Наслідки з теореми (закон збереження руху центра мас). 
1. Якщо 0=eF , то 0=са  і constvc =  − центр мас системи руха-
ється рівномірно і прямолінійно або знаходиться у стані спокою. 
2. Якщо ∑
=
==
n
i
e
ix
e
x FF
1
0 , то 0== cсx xа &&  і constxcсх == &ν  − прое-
кція швидкості центра мас на вісь є сталою величиною.  
 
4.2 Теорема про зміну кількості руху механічної системи 
 
Кількістю руху механічної системи називається вектор, що дорі-
внює геометричній сумі кількостей руху всіх матеріальних точок систе-
ми:  
∑
=
=
n
i
iimQ
1
.ν
 
Кількість руху механічної системи дорівнює добутку маси систе-
ми на вектор швидкості її центра мас: 
.сMQ ν⋅=  
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Теорема про зміну кількості руху системи матеріальних точок 
- у диференціальній формі: похідна за часом від кількості руху ме-
ханічної системи дорівнює головному вектору зовнішніх сил, діючих на 
систему: 
;eF
dt
Qd
=
 
у проекціях на осі координат: 
;
1
∑
=
=
n
i
e
ix
х F
dt
dQ
 ;
1
∑
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=
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i
e
iу
у F
dt
dQ
 ∑
=
=
n
i
e
iz
z F
dt
dQ
1
.  
- в інтегральній формі: зміна кількості руху механічної системи за 
деякий проміжок часу  τ=− 01 tt  дорівнює імпульсу головного вектора 
зовнішніх сил, діючих на точки системи, за той же відрізок часу: 
,01
eSQQ =−
 
де 1Q  і 0Q  − кількість руху системи в кінцевий t1 і початковий t0 
моменти часу;  
∫=
τ
0
dtFS ee  − імпульс головного вектора зовнішніх сил систе-
ми за даний відрізок часу τ.  
Наслідки з теореми  (закон збереження кількості руху системи): 
1. Якщо 0=eF , то сonstQ =  − кількості руху системи залиша-
ється незмінною; 
2. Якщо 
,0
1
==∑
=
n
i
e
ix
e
x FF  то constQх =  − проекція кількості руху 
системи на вісь Ох є сталою. 
 
4.3 Теорема про зміну моменту кількості руху (кінетичного 
моменту) механічної системи 
 
Головним моментом кількості руху або кінетичним моментом 
oК  відносно будь-якої нерухомої точки О називається геометрична 
сума моментів кількості руху всіх точок системи відносно даної точки: 
.
1 11
0 ∑ ∑∑
= ==
×=×==
n
i
n
i
ккккк
n
i
oiх VmrQrКК  
Кінетичним моментом системи відносно даної осі (алгебраїчна 
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величина) називається сума моментів кількості руху матеріальних точок 
системи відносно даної осі: 
kKjKiКК zyx ++=0  
або                                   .
1
∑
=
=
n
i
ozz КК  
Теорема про зміну кінетичного моменту механічної системи: 
похідна за часом від кінетичного моменту механічної системи відносно 
будь-якої нерухомої точки дорівнює головному моменту зовнішніх сил 
відносно тієї ж точки:        ,0
0 eM
dt
Kd
=  
де ∑
=
=
n
i
e
i
e FMM
1
00 )(  − головний момент усіх зовнішніх сил, діючих 
на систему, відносно даної точки О. 
Проектуючи векторне рівнянням на осі декартової нерухомої сис-
теми координат, одержуємо 
∑
=
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n
i
e
x
x FM
dt
dК
1
)( ;   ∑
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n
i
e
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у FM
dt
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1
)( ;   ∑
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z FM
dt
dК
1
)( . 
Отже, похідна за часом від кінетичного моменту системи відносно 
будь-якої нерухомої осі дорівнює головному моменту зовнішніх сил, 
діючих на систему, відносно тієї ж осі. 
Закон збереження кінетичного моменту системи відносно точки й 
осі запишеться у вигляді: 
1. Якщо ,00 =
eM  то constK =0  − кінетичний момент системи від-
носно точки О є сталим як за величиною, так і за напрямком; 
2. Якщо ∑
=
=
n
i
e
iz FM
1
0)( , то constK z =  − кінетичний момент сис-
теми відносно осі Оz залишається незмінним. 
 
4.3.1 Диференціальне рівняння обертання твердого тіла відносно 
нерухомої осі Оz : 
∑
=
=
n
i
e
izz FMdt
dJ
1
),(ω  
де zJ  − момент інерції твердого тіла відносно осі z ;  
     ω  − кутова швидкість тіла навколо цієї осі х;  
     )( eiz FM  − момент і-тої зовнішньої сили відносно осі Оz. 
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4.3.2 Моменти інерції механічної системи твердого тіла 
 
Моментом інерції системи відносно осі (осьовий момент інерції) 
називається сума добутків мас точок системи на квадрати їх відстаней 
від осі: 
 ∑
=
=
n
i
iiz hmJ
1
2
. 
Момент інерції твердого тіла: 
∑ ∫
=
→∞
=∆=
n
i m
ziiz
n
z dmhmhJ
1 )(
22lim  , 
де )( ziz hh  − відстань від осі частинки тіла масою );(dmmi∆   
     zух  , ,  − координати частини тіла.  
Осьові моменти інерції тіла: 
;)(
)(
22
∫ +=
m
х dmzyJ    ;)(
)(
22
∫ +=
m
у dmzуJ    ∫ +=
)(
22 )(
m
z dmxyJ . 
Поряд з осьовими моментами інерції розглядають полярні 0J  
(відносно полюса О) і планарні yozxozxoy JJJ ,,  (відносно площини) мо-
менти інерції: 
∫=
)(
2
0 ;
m
dmrJ  ∫=
)(
2 ;
m
xoy dmzJ  ∫=
)(
2 ;
m
xoz dmyJ  ∫=
)(
2
m
yoz dmxJ , 
де r  − відстань частинки від полюса О. 
Полярний момент інерції дорівнює півсумі осьових моментів іне-
рції і сумі планарних моментів інерції: 
)(
2
1
0 zyxyozxozxoy JJJJJJJ ++=++= . 
Відцентровими моментами інерції називаються величини, що ви-
ражаються рівностями 
∫=
)(
;
m
xy хуdmJ  ∫=
)(
;
m
xz хzdmJ   ∫=
)(
.
m
уz уzdmJ  
Відцентрові моменти інерції можуть бути від’ємними і додатніми. 
Якщо всі вони дорівнюють нулю, то осі координат x, y, z називають го-
ловними осями інерції тіла в точці О, яка є полюсом системи координат. 
Якщо ця точка співпадає з центром мас тіла, то осі координат є голо-
вними центральними осями інерції. 
У техніці широко використовується також поняття радіуса інерції 
тіла відносно осі. 
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Радіусом інерції zρ  тіла відносно осі z називається величина, яка 
дорівнює відстані від осі до матеріальної точки, маса та осьовий момент 
інерції якої дорівнює масі та осьовому моментові інерції тіла: 
.  ;2
m
J
mJ zzzz == ρρ  
Теорема Гюйгенса-Штейнера: Момент інерції тіла відносно 
будь-якої осі дорівнює сумі моменту інерції сzJ  тіла відносно парале-
льної осі, що проходить  через  центр  мас С тіла, і добутку маси тіла на 
квадрат відстані h між осями:    
   
2
1
МhJJ
zCz += , 
де 1z  − довільна вісь;  
      z − вісь, що проходить через центр мас С тіла паралельно  
осі 1z . 
 
 
 
Обчислення моментів інерції деяких однорідних тіл 
Однорідний стержень 
,3/ ;12/ 22
1
МlJМlJ zCz ==  
де М – маса тіла. 
 
Прямокутна тонка плас-
тина .12/ ;12/ 22 МaJМbJ
yх CС ==  
).(
12
22 baМJ
zC +=  
 
х 
a 
в 
z 
у 
С 
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Порожнистий  циліндр: 
)(
2
1 22
rRМJ
zC += . 
Кругла тонка циліндрична обо-
лонка (кільце) 
. :)( 2МRJRr z =→  
Суцільний циліндр (диск) 
.2/ :)0( 2МRJr
zС
==  
 
 
4.4 Теорема про зміну кінетичної енергії механічної системи 
 
Кінетична енергія механічної системи - це скалярна величина, 
яка дорівнює сумі кінетичних енергій матеріальних точок системи:  
       ∑
=
=
n
i
iimT
1
2
,
2
ν
 
де im  − маса і-тої точки системи; 
     iν  − її швидкість. 
Теорема Кеніга: Кінетична енергія системи дорівнює сумі кінети-
чної енергії центра мас системи і кінетичної енергії системи в її віднос-
ному русі по відношенню до системи координат, яка рухається поступа-
льно разом з центром мас: 
∑
=
+=
n
i
riic mMT
1
22
22
νν
, 
де im  − маса і-тої точки системи;  
    riν  − відносна швидкість точки по відношенню до центра мас;  
   М  − маса всієї системи;  
   сν  − швидкість центра мас системи. Кінетична енергія твердого 
тіла визначається за формулами: 
 
при поступальному русі  ;
2
2
cMT ν=  
 
при обертальному русі навколо не-
рухомої осі ;
2
1 2ωzJТ =  
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при плоскопаралельному русі 
+=
2
2
cMT ν 2
2
1
ω
zС
J , 
 
де М − маса тіла;  
    сν  − швидкість центра мас тіла;  
    
zcz
II ,  − момент інерції тіла відносно осі z (вісь обертання) або 
осі z, що проходить через центр мас;  
    ω  − кутова швидкість тіла. 
Теорема про зміну кінетичної енергії механічної системи: 
- у диференціальній формі: диференціал кінетичної енергії механі-
чної системи дорівнює сумі елементарних робіт зовнішніх і внутрішніх 
сил, прикладених до точок системи: 
;
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′+′=
n
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i
i
n
i
e
i AdAddT  
- в інтегральній формі: зміна кінетичної енергії системи матеріа-
льних точок на певному переміщенні дорівнює сумі робіт зовнішніх і 
внутрішніх сил на тому самому переміщенні: 
,
11
01 ∑∑
==
+=−
n
i
i
i
n
i
e
i AATT  
де 1Т  і 0Т  − кінетична енергія системи в кінці і на початку шляху;  
     ∑ eiА  − сума робіт зовнішніх сил;  
     ∑ iiА  − сума робіт внутрішніх сил. 
Робота сили, прикладеної до твердого тіла, що обертається на-
вколо нерухомої осі z , дорівнює добутку моменту сили відносно даної 
осі на кут повороту тіла: 
∫==′
ϕ
ϕϕ
0
,)(  ;)( dFMAdFMAd zz  
де zM )(F  − момент сили відносно осі;  
     ϕϕ,d  − елементарний і певний кут повороту тіла. 
У випадку сталого моменту  )( constM z = отримаємо .)( ϕFMA z=  
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Елементарна робота сил, прикладених до твердого тіла, що ві-
льно рухається, дорівнює сумі роботи головного вектора F
r
 системи 
сил на елементарному переміщенні 0rd  полюса О і роботи головного 
моменту 0M  цієї системи сил відносно полюса на елементарному обер-
тальному переміщенні: 
.00 ϕdMrdFAd ⋅+⋅=′  
Потужність N  є фізичною величиною, що характеризує швид-
кість, з якою виконується робота 
,ωτ ⋅=⋅=⋅= zMVFVFN  
де V − швидкість точки прикладення сили, τF  − проекція сили на 
дотичну, )(FM z  − момент сили відносно осі обертання,  
ω  − кутова швидкість тіла. За одиницю потужності прийнято Вт 
( 1=/смНВт ⋅=11  Дж/с). 
 
4.5 Принцип Даламбера для механічної системи 
 
Принцип Даламбера для матеріальної системи: при русі систе-
ми матеріальних точок геометрична сума головних векторів активних 
сил, реакцій в'язей і сил інерції дорівнює нулю; геометрична сума голо-
вних моментів активних сил, реакцій в'язей і сил інерції відносно деяко-
го нерухомого О центра дорівнює нулю: 
∑ ∑ ∑
= = =
=++
n
i
n
i
n
i
iii ФRF
1 1 1
;0    ∑ ∑ ∑
= = =
=++
n
i
n
i
n
i
iii ФMRMFM
1 1 1
000 .0)()()(  
Сили інерції тіла приводяться: 
- при поступальному русі до 
рівнодійної сил інерції CФ :  
,CC aМФ
rr
−=  
яка прикладена у центрі мас; 
 
- при обертальному русі до головного моменту сил інерції CФ  та го-
ловного вектора сил інерції Ф , який прикладений в точці О на осі 
обертання:  
 
;  ; 0 Cz
Ф
z aМФIM −=−= ε  
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- вісь z –  
головна 
центральна 
вісь інерції: 
;0
;
=
=
C
C
Ф
C
Ф
IM
z
ε
 
 
;
;
0 C
z
Ф
z
МaФ
IM
=
= ε
 
- при плоскопаралельному русі − до головного вектора сил інерції 
СФ , який прикладений до центра мас, та головного моменту сил  
інерції ФczМ : 
;СС аМФ −=   ,εzС
Ф
Cz IМ −=  
 
де М − маса тіла;  
    са  − прискорення центра мас ті-
ла;  
    ε  − кутове прискорення оберта-
льного руху;  
    
zcz
II  ,  − моменти інерції тіла від-
носно осі обертання z  та осі z , що 
проходить через центр мас. 
 
 
4.6 Елементи аналітичної механіки 
 
4.6.1 Класифікація в’язей 
 
Розрізняють вільні й невільні механічні системи. Механічна сис-
тема називається вільною, якщо рух її точок необмежений ніякими сто-
ронніми тілами (в'язами). Якщо рух механічної системи обмежений 
в’язами, то вона називається невільною. 
Класифікація в'язей. Обмеження, які в'язі накладають на механі-
чну систему, аналітично виражаються у вигляді співвідношень (рівнянь 
або нерівностей) між часом, координатами і швидкостями матеріальних 
точок, що утворюють систему.  
Геометричні (скінченні) в'язі − це такі в'язі, до рівняння яких не 
входять швидкості точок системах: 
 
) ... ,1(                  ,0),,,( nizyxtf iii == . 
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Кінематичні (диференціальні) в'язі - це такі в'язі, до рівняння яких 
входять швидкості точок системи: 
 
). ... ,1(                  ,0),,,,,,( nizyxzyxtf iiiiii ==&&&  
Якщо рівняння кінематичної в'язі після інтегрування можна пере-
творити у рівняння геометричної в'язі, то така кінематична в'язь назива-
ється голономною (інтегрованою). У протилежному випадку кінемати-
чна в'язь називається неголомною (неінтегрованою). 
Стаціонарні в'язі − це в'язі, до рівнянь яких час не входить у яв-
ному вигляді. 
Нестаціонарні в'язі − це в'язі, до рівнянь яких час входить у яв-
ному вигляді. 
Двобічні (утримуючі) в'язі − це в'язі, що обмежують рух точок 
механічної системи у двох взаємно протилежних напрямах зовнішніх 
нормалей до поверхні в'язі. 
Однобічні (неутримуючі) в'язі − це в'язі, що обмежують рух точок 
механічної системи в якомусь одному напрямі зовнішньої нормалі до 
поверхні в'язі і не обмежують його в протилежному напрямі.  
Утримуючі в'язі аналітично виражаються рівнянням  
 
,0),,,,,,( =tzyxzyxf &&&  
а неутримуючі – нерівностями  
 
.0),,,,,,( ≤tzyxzyxf &&&  
 
4.6.2 Принцип можливих переміщень 
 
Можливими (або віртуальними) переміщеннями системи назива-
ються умовні нескінченно малі її незалежні переміщення, що дозволя-
ються в'язами системи в даний момент часу (в даному положенні систе-
ми). 
Ідеальні в'язи − це такі в'язі, сума робіт реакцій яких на будь-
якому можливому переміщенні системи дорівнює нулю: 
∑
=
=⋅
n
i
ii rR
1
.0δ  
Приклади ідеальних в’язей: абсолютно гладенька поверхня (на-
прямні); ідеальні шарніри (підшипник), стержні та ін. 
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Принцип можливих переміщень: для рівноваги системи зі стаці-
онарними двобічними ідеальними в'язями необхідно і достатньо, щоб 
сума елементарних робіт усіх активних сил, діючих на систему, на будь-
якому можливому переміщенні системи з даного її положення рівноваги 
дорівнювала нулю: 
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δ ∑
=
=⋅
n
i
ii SF
1
0δ  
або в скалярній формі   ∑
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i
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або в аналітичній формі  ∑
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4.6.3 Узагальнені координати, швидкості та узагальнені сили 
 
Узагальненими координатами  ,... , 21 Sqqq  називають такі неза-
лежні один від одного параметри, при завданні яких можна однозначно 
визначити положення усіх точок системи. Такими параметрами можуть 
бути декартові координати, кути, віддалі та ін. Число S  цих незалежних 
параметрів називають числом ступенів вільності механічної системи. 
Похідні за часом від узагальнених координат, тобто  
величини  ,... , 21 Sqqq &&& , називаються узагальненими швидкостями системи. 
Обчислимо роботу прикладених до точок системи активних  
сил kF  на можливому переміщенні системи: 
∑ ∑ ∑ ∑
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Величини  ,... , 21 SQQQ , що є множниками при можливих (віртуа-
льних) переміщеннях узагальнених координат у формулі роботи актив-
них сил на можливому переміщенні системи, називаються узагальне-
ними силами. 
Щоб обчислити узагальнену силу S), ... 1,2,=(i iQ  досить надати 
можливе переміщення координаті iq  і визначити роботу iAδ  активних 
сил на переміщеннях точок системи, які зумовлені тільки зміною коор-
динати iq . 
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Маємо ,/ iii qAQ δδ= S). ... 1,2,=(i  
Якщо активні сили є потенціальними то узагальнені сили                          
дорівнюватимуть частинним похідним від потенціальної енергії П                   
(q1, q2,…, qs) по узагальнених координатах: 
.
i
i q
ПQ
∂
∂
−=  
 
 
4.6.4 Рівняння динаміки системи 
 
Загальне рівняння При русі системи, підпорядкованої голоном-
ним двостороннім ідеальним в'язям, сума робіт активних сил і сил інер-
ції на будь-якому можливому переміщенні системи повинна дорівнюва-
ти нулю: 
∑ ∑
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k
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1 1
0δδ
 
або  S), ... ,2,1i(  0 ==+ iнii QQ  
де kФ  − сила інерції точки;  
     
iн
iQ  − узагальнена сила інерції;  
    kqδ  − можливе переміщення точки. 
Рівняння Лагранжа II роду мають такий вигляд: 
S), ... 1,2,=(i    i
ii
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де Т − кінетична енергія системи, представлена як функція уза-
гальнених координат, узагальнених швидкостей і часу;  
    ,
iq
Т
&∂
∂
 
iq
Т
∂
∂
 − частинні похідні кінетичної енергії по узагальнених 
швидкостях і координатах. 
 
4.7 Удар 
 
Удар − явище, при якому швидкості точок тіла за дуже малий 
(близький до нуля) проміжок часу змінюються на скінченну величину. 
Ударні сили − сили, при дії яких відбувається удар. Ударні сили 
діють протягом дуже малого проміжку часу і досягають дуже великих 
значень. 
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В теорії удару в якості міри взаємодії розглядають не самі ударні 
сили, а їх імпульси. 
Ударний імпульс − вектор, який визначається за формулою 
 
∫=
τ
0
,dtFS удуд  
де τ − тривалість удару. 
Теорема про зміну кількості руху матеріальної точки при ударі 
(основне рівняння теорії удару матеріальної точки): зміна кількості руху 
матеріальної точки під час удару дорівнює геометричній сумі ударних 
імпульсів, які діють на точку: 
 
∑
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n
i
уд
iSVUm
1
,)(  
де VU  ,  − швидкості точки після і до удару відповідно. 
Коефіцієнт відновлення при ударі: 
 
від
n
від
n
V
U
K = ,        0  ≤  К  ≤  1, 
де відnU , 
від
nV  − модулі нормальних складових відносної швидко-
сті точки торкання тіл після і до удару відповідно. 
Окремі випадки: 1) К = 1 − абсолютно пружний удар (тіла, що співуда-
ряються, після удару мають різні швидко-
сті); 
2) К = 0 − абсолютно непружний удар (тіла, що спів-
ударяються, після удару рухаються як одне 
тіло). 
Теорема про зміну кількості руху механічної системи при уда-
рі: зміна кількості руху системи під час удару дорівнює геометричній 
сумі усіх зовнішніх ударних імпульсів, які діють на систему: 
 
∑
=
=−
n
i
уд
iSQQ
1
01 ,  
де 01,QQ  − кількість руху системи після і до удару відповідно. 
Теорема про зміну моменту кількості руху механічної системи 
при ударі: зміна головного моменту кількості руху системи відносно 
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нерухомого полюса А під час удару дорівнює геометричній сумі момен-
тів усіх зовнішніх ударних імпульсів відносно того ж полюса: 
 
∑
=
=−
n
i
уд
iААА SМKK
1
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01
 
де 
01
, АА KK  − головні моменти кількості руху системи відносно 
полюса А після і до удару відповідно. 
Удар називається центральним, якщо нормаль до поверхонь тіл, 
що співударяються, в точці їх дотику (лінія удару) проходить через 
центри мас цих тіл. 
Удар називається прямим, якщо швидкості тіл, що співударяють-
ся, напрямлені по лінії удару. В протилежному випадку удар називаєть-
ся косим. 
Основні рівняння прямого центрального удару:  
 
;22112211 xxxx UmUmVmVm +=+     ,
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=  
де xx VV 21  ,  − проекції швидкості тіл до удару на вісь х, що співпа-
дає з лінією удару;  
     
хх UU 21   ,  − проекції швидкості тіл на вісь х після удару;             
     21,mm  − маси тіл;  
     k  − коефіцієнт відновлення. 
Теорема Остроградського-Карно: 
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де 10 ТТ −  − втрата кінетичної енергії двох тіл при ударі;  
     10 ,ТТ  − кінетичні енергії системі до і після удару відповідно;  
    ),( 11 xx UV −  )( 22 xx UV −  − втрачені швидкості.  
У випадку косого удару мають місце рівняння 
 
;22112211 nnnn UmUmVmVm +=+  ,
21
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nn
nn
VV
UUk
−
−
=  
де nn VV 21  ,  і nn UU 21   ,  − проекції швидкостей тіл на вісь п, що про-
ходить через центри мас цих тіл до удару і після нього. 
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ПИТАННЯ ДЛЯ САМОПЕРЕВІРКИ ЗА РОЗДІЛОМ 4 
 
1. Що називають механічною системою? 
2. Які сили називають зовнішніми, а які внутрішніми? 
3. Назвіть властивості внутрішніх сил. 
4. Що називають центром мас механічної системи? 
5. Сформулюйте теорему про рух центра мас механічної системи 
та наслідки з неї. 
6. Сформулюйте теорему про зміну кількості руху механічної си-
стеми в диференціальній та інтегральній формі. Пригадайте наслідки з 
теореми. 
7. Що називають кінетичним моментом КО механічної системи? 
8. Сформулюйте теорему про зміну кінетичного моменту КО ме-
ханічної системи та наслідки з неї. 
9. Запишіть диференціальне рівняння обертання твердого тіла на-
вколо нерухомої осі. 
10. Що називають моментом інерції твердого тіла?  
11. Згадайте теорему Гюйгенса-Штейнера про момент інерції від-
носно паралельної осі. 
12. Як визначається кінетична енергія твердого тіла при різних ви-
дах його руху? 
13. Сформулюйте теорему про зміну кінетичної енергії механічної 
системи. 
14. Як визначають роботу сил, прикладених до тіла, що обертаєть-
ся навколо нерухомої осі? 
15. Сформулюйте принцип Даламбера для механічної системи. 
16. До чого приводяться сили інерції при поступальному, оберта-
льному та плоскопаралельному русі? 
17. Нагадайте класифікацію в’язей механічної системи. 
18. Які в’язі називають ідеальними? 
19. Які переміщення називають можливими? 
20. Сформулюйте  суть принципу можливих пререміщень. 
21. Що називають узагальненими координатами та узагальненими 
швидкостями? 
22. Яку величину називають узагальненою силою? 
23. Запишіть загальне рівняння динаміки та поясніть його складові. 
24.  Запишіть рівняння Лагранжа ІІ роду. 
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Додаток 1 
Завдання для роботи «Визначення реакцій опор системи тіл» 
 Конструкція складається з двох тіл. Визначити реакцію опор А і 
В, а також тиск у проміжному шарнірі С. Методика розв’язання задач 
розглянута у розділі 1.7. 
Р1 Р2 Номер 
варіанту кН 
М, 
кН⋅м 
q, 
кН/м 
1 5,0 - 24,0 0,8 
2 6,0 10,0 22,0 1,0 
3 7,0 9,0 20,0 1,2 
4 8,0 - 18,0 1,4 
5 9,0 - 16,0 1,6 
6 10,0 8,0 25,0 1,8 
7 11,0 7,0 20,0 2,0 
8 12,0 6,0 15,0 2,2 
9 13,0 - 10,0 2,4 
10 14,0 - 12,0 2,6 
11 15,0 5,0 14,0 2,8 
12 12,0 4,0 16,0 3,0 
13 9,0 6,0 18,0 3,2 
14 6,0 - 20,0 3,4 
15 5,0 8,0 22,0 3,6 
16 7,0 10,0 14,0 3,8 
17 9,0 12,0 26,0 4,0 
18 11,0 10,0 18,0 3,5 
19 13,0 9,0 30,0 3,0 
20 15,0 8,0 25,0 2,5 
21 10,0 7,0 20,0 2,0 
22 5,0 6,0 15,0 1,5 
23 8,0 5,0 10,0 1,4 
24 11,0 4,0 5,0 1,3 
25 14,0 6,0 7,0 1,2 
26 12,0 8,0 9,0 1,1 
27 10,0 7,0 11,0 1,0 
28 8,0 9,0 13,0 1,2 
29 5,0 7,0 10,0 1,5 
30 10,0 12,0 17,0 1,6 
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Додаток 2 
Завдання для роботи  «Кінематичний аналіз плоского механізму» 
 Визначити для заданого положення механізму швидкість і при-
скорення точки В і С, а також кутову швидкість і кутове прискорення 
ланки, до якої належить точка С. Схеми механізмів наведені на наступ-
них сторінках, а необхідні для розрахунку розміри і кінематичні пара-
метри представлені у таблиці, де ОАОА εω ,  – кутова швидкість і кутове 
прискорення кривошипа ОА для заданого положення механізму; Ιω  – 
кутова швидкість колеса І (стала); AA aV ,  – швидкість і прискорення 
точки А. Кочення коліс відбувається без ковзання. Методика 
розв’язання задач розглянута у розділі 2.5.2. 
Розміри, см Номер 
варіанту ОА r AB AC 
ОАω , 
рад/с 
Ιω , 
рад/с 
ОАε , 
рад/с2 
Аν , 
см/с 
Аа , 
см/с2 
1 40 15 - 8 2 - 2 - - 
2 30 15 - 8 3 - 2 - - 
3 - 50 - - - - - 50 100 
4 35 - - 45 4 - 8 - - 
5 25 - - 20 1 - 1 - - 
6 40 15 - 6 1 1 0 - - 
7 35 - 75 60 5 - 10 - - 
8 - - 20 10 - - - 40 20 
9 - - 45 30 - - - 20 10 
10 25 - 80 20 1 - 2 - - 
11 - - 30 15 - - - 10 0 
12 - - 30 20 - - - 20 20 
13 25 - 55 40 2 - 4 - - 
14 45 15 - 8 3 12 0 - - 
15 40 15 - 8 1 - 1 - - 
16 55 20 - - 2 - 5 - - 
17 - 30 - 10 - - - 80 50 
18 10 - 10 5 2 - 6 - - 
19 20 15 - 10 1 2,5 0 - - 
20 - - 20 6 - - - 10 15 
21 30 - 60 15 3 - 8 - - 
22 35 - 60 40 4 - 10 - - 
23 - - 60 20 - - - 5 10 
24 25 - 35 15 2 - 3 - - 
25 20 - 70 20 1 - 2 - - 
26 20 15 - 10 2 1,2 0 - - 
27 - 15 - 5 - - - 60 30 
28 20 - 50 25 1 - 1 - - 
29 12 - 35 15 4 - 6 - - 
30 40 - - 20 5 - 10 - - 
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Додаток 3 
 
Методика розв’язання задач та завдання для роботи 
«Дослідження коливального руху матеріальної точки» 
 
Розв’язання задач завдання слід проводити в такій послідовності: 
- визначити тип механічної системи, вид схеми з’єднання пружних 
елементів вихідної схеми, вид коливального руху вантажу, а також засіб 
збудження його коливань; 
- перетворити (у випадку необхідності) вихідну схему в розрахун-
кову з одним пружним елементом, показати на розрахунковій схемі  
вісь Ох, і напрямок кінематичного збудження ξ , силу ваги Р  вантажу, 
сили пружності yF  та опору R  пружини, положення статичної рівнова-
ги вантажу (точка О на осі Ох), положення вантажу в момент початку 
( 0=t ) руху (точки О1 на осі Ох), статичну деформацію стδ  пружини під 
дією вантажу; 
 - розрахувати еквівалентну жорсткість с  пружини, враховуючи 
вид схеми з’єднання пружних елементів вихідної схеми, і величину ста-
тичної деформації стδ  пружини, визначити початкові умови 0х  і 0х&  для 
вантажу, знайти, враховуючи тип механічної системи, частоти 0ω   
або *0ω  (для дисипативної системи) вільних коливань вантажу, коефіці-
єнт h системи; 
 - визначити, враховуючи тип механічної системи, вид колива-
льного руху вантажу та засіб збудження його коливань, закон руху ван-
тажу у загальному вигляді (для цього використати формули розділу 3.4), 
розрахувати коефіцієнти та параметри закону руху для конкретної зада-
чі завдання; 
- результати розв’язання задач перевірити для моменту часу 0=t  і 
подати у вигляді відповіді. 
Це узагальнена методика розв’язання задач завдання 3. У кожному 
конкретному випадку етапи методики і перелік визначальних механіч-
них і динамічних характеристик руху для системи і вантажу коректу-
ються з урахуванням умов задачі. 
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Завдання по темі 
 
Варіанти 1-5. Знайти рівняння коливального руху вантажу D у на-
прямку осі Ох. Стержень, який з’єднує вантажі, і брусок, який з’єднує 
пружини, є невагомі. Рух бруска АВ, який займає в стані спокою гори-
зонтальне положення, вважати поступальним. 
 
Варіант 1. Вантаж D ( mD = 2 кг) прикріплений до бруска АВ, під-
вішеному на двох однакових паралельних пружинах, коефіцієнт жорст-
кості та опору кожної з яких дорівнює с = 3 Н/см, b = 6 Н·с/см. У мо-
мент часу 0=t  до вантажу D, який знаходиться в стані рівноваги, під-
вищують вантаж Е ( 1E =m  кг). 
 
Варіант 2. У момент часу 0=t  стержень, який з’єднує вантажі D                          
( =Dm  1 кг) і Е ( 2E =m  кг) перерізають, а основа починає здійснювати 
рухи за законом t18sin5,1=ξ . Коефіцієнти жорсткості та опору пружин 
дорівнюють с1 = 12 Н/см, с2 = 36 Н/см, == 21 bb 0.  
 
Варіант 3. У момент часу 0=t  до нерухомого вантажу D 
( =Dm 0,8 кг) підвішують вантаж, Е ( 2,1E =m  кг), надаючи системі ван-
тажів D і Е початкову швидкість =0V 0,2 м/с, спрямовану вниз. Коефіці-
єнт жорсткості та опору пружин дорівнює с1 =10 Н/см, с2 = 4 Н/см,                       
с3 = 6 Н/см, === 321 bbb 0.  
 
Варіант 4. Система вантажів D і Е прикріплена до бруска АВ. Бру-
сок зв’язує систему двох паралельно закріплених пружин. Статична 
деформація двох однакових з коефіцієнтом опору В = 6 Нс/см пружин 
під спільною дією вантажів D ( =Dm 0,5 кг) і Е ( 5,1E =m  кг) дорівнює 
=стδ 4 см. У момент часу 0=t  стержень, який з’єднує вантажі, перері-
зають. 
 
Варіант 5. У момент часу 0=t  до нерухомого вантажу D 
( =Dm 1,6 кг), закріпленому на пружині з коефіцієнтом жорсткості                  
с = 4 Н/см та опору 0=b , підвішують вантаж Е ( 2E =m ,4 кг), а основа 
в точці В починає здійснювати рух за законом t5sin2=ξ  (см).  
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Варіанти 6-10. Знайти рівняння коливального руху вантажу по 
гладенькій похилій площині у напрямку осі Ох з моменту дотику ван-
тажу пружини або бруска, вважаючи, що при подальшому русі вантаж 
від пружини не відділяється. Брусок, що з’єднує пружини, є невагомим. 
Рух бруска АВ, який займає в стані покою перпендикулярне осі Ох по-
ложення, вважати поступальним. 
 
Варіант 6. Здійснивши без початкової швидкості по нахиленій 
площині ( 030=α ) відстань =S 0,1 м, вантаж D ( =Dm 4 кг) з’єднується 
у моменту часу 0=t  з недеформованими послідовно з’єднаними пру-
жинами, які мають коефіцієнти жорсткості та опору с1 = 48 Н/см,                                 
с2 = 24 Н/см, == 21 bb 0.  
 
Варіант 7. У момент часу 0=t  вантаж ( =Dm 2 кг) приєднують у 
точці А без початкової швидкості до системи недеформованих послідо-
вно закріплених пружин, які мають коефіцієнти жорсткості та опору с1 
= 12 Н/см, с2 = 6 Н/см, == 21 bb 0. Одночасно основа у точці В починає 
здійснювати рух вздовж нахиленої площини ( 045=α ) за законом 
t20sin02,0=ξ  (м). 
 
Варіант 8. У момент часу 0=t  вантаж D ( =Dm 1,5 кг) приєдну-
ють в точці N до системи трьох недеформованих паралельно-послідовно 
закріплених бруском АВ пружин, які мають коефіцієнти жорсткості та 
опору с1 = 4 Н/см, с2 = 6 Н/см, с3 = 15 Н/см, === 321 bbb 0. Одночасно 
вантажу  D надають початкову швидкість =0V 0,5 м/с у напрямку пози-
тивного відліку координати Х. Прийняти кут  045=α . 
 
Варіант 9. Вантаж D ( =Dm 1,2 кг), здійснивши без початкової 
швидкості по нахиленій площині ( 030=α ) відстань =S 0,2 м, 
з’єднується з недеформованою пружиною, яка має коефіцієнти жорст-
кості та опору с = 4,8 Н/см, 0=b . В той же момент часу основа в точці 
В починає здійснювати рух вздовж нахиленої площини за законом 
t12sin03,0=ξ  (м). 
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Варіант 10. У момент часу 0=t  вантаж D ( =0m 1 кг) без початко-
вої швидкості приєднується до системи зв’язаних з бруском АВ двох 
однакових паралельно закріплених недеформованих пружин, які мають 
кожна коефіцієнти жорсткості та опору с = 1,5 Н/см, =b 4 Нс/м. Прийн-
яти кут 060=α . 
 
Варіанти 11-15. Вантаж D закріплений на кінці ідеального стерж-
ня. Інший кінець стержня закріплений у точці Е на ідеальній шарнірно 
нерухомій опорі. Система вантаж-стержень може здійснювати малі ко-
ливання навколо осі циліндричного шарніра нерухомої опори у площині 
креслення. Знайти рівняння коливального руху вантажу, вважаючи його 
матеріальною точкою, у напрямку горизонтальної осі Ох. Брусок АВ, 
який зв’язує систему двох паралельних пружин, є невагомим. Рух брус-
ка АВ, який займає у стані спокою вертикальне положення, вважати по-
ступальним. У стані рівноваги механічної системи розглядаємий стер-
жень займає вертикальне положення, а пружини не деформовані. 
 
Варіант 11. Вантаж D ( =Dm  2,4 кг) приєднаний у точці F з бру-
ском АВ. Коефіцієнти жорсткості та опору зв’язаної бруском системи 
двох паралельно закріплених пружин с1 = 1 Н/см, с2 = 1,4 Н/см, 
== 21 bb 3 Нс/м. Перед початком руху вантаж відхиляють на величину 
=λ 2 см у напрямку позитивного відліку координати Х у момент часу 
0=t  без початкової швидкості. 
 
Варіант 12. У момент часу 0=t  вантаж D ( =Dm 3 кг) утримуєть-
ся у стані, при якому пружина стиснута на величину =λ 2 см, відпуска-
ється без початкової  швидкості. Коефіцієнти жорсткості та опору пру-
жини с = 9 Н/см, =b 0. Одночасно основа у точці В починає здійснюва-
ти рух за законом t8sin2,1=ξ  (см). 
 
Варіант 13. Вантажу D ( =Dm 1 кг) у стані рівноваги, показаному 
на кресленні, надають початкову швидкість =0V 0,5 м/с у напрямку по-
зитивного відліку координати Х. Коефіцієнт жорсткості та опору трьох 
паралельно закріплених пружин  с1 = 12 Н/см,  с2 = с3 = с =                           
= 3 Н/см,  === 321 bbb 0.  
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Варіант 14. Вантаж D ( =Dm 1,5 кг) з положення рівноваги, пока-
заному на кресленні, перед початком руху відхиляють на величину 
=λ 2,5 см у напрямку позитивного відліку координати Х і відпускають 
у момент часу 0=t , надаючи вантажу початкову швидкість                          
=0V 0,4 м/с, спрямовану вправо. Коефіцієнти жорсткості та опору пру-
жин с1 = 4,4 Н/см, с2 = 2 Н/см, с3 = 8 Н/см,  === 321 bbb 0.  
 
Варіант 15. Вантаж D ( =Dm 1 кг) утримується в стані рівноваги, 
показаному на кресленні, системою послідовно закріплених пружин, які 
мають коефіцієнти жорсткості та опору с1 = 4 Н/см, с2 = 12 Н/см, 
== 21 bb 0. У момент часу 0=t  основа в точці В починає здійснювати 
рух за законом t12sin8,1=ξ  (см). 
 
Варіанти 16-20. Знайти рівняння коливального руху вантажу D у 
напрямку осі Ох. Брусок, який з’єднує пружини, є невагомим. Рух брус-
ка АВ, який займає в стані спокою горизонтальне положення, вважати 
поступальним. Вантажі D, Е при сумісному русі один від одного не від-
діляються. 
 
Варіант 16. У момент часу 0=t  на нерухомий вантаж D ( =Dm 10 кг) 
установлюють зверху вантаж Е ( =Em 20 кг), надаючи системі вантажів D 
та Е початкову швидкість =0V 0,4 м/с у напрямку позитивного відліку 
координати Х. Коефіцієнт жорсткості та опору системи зв’язаних брус-
ком АВ трьох паралельно-послідовно закріплених пружин с1 = 200 Н/см, 
с2 = 160 Н/см, с3 = 140 Н/см, == 21 bb =3b 0. Початок відліку осі Ох су-
містити з положенням статичної рівноваги системи вантажів D, Е. 
 
Варіант 17. Система встановлених на пружині вантажів D та Е зна-
ходиться у положенні статичної рівноваги. У момент часу 0=t  вантаж 
Е знімають з вантажу D. Кругова частота вільних коливань системи ва-
нтажів D та Е =0ω 20 рад/с, відношення мас 3/2/ =ED mm . Початок 
відліку осі Ох сумістити з положенням статичної рівноваги вантажу D. 
 
 
  
140
Варіант 18. Вантаж D встановлений на бруску АВ, який зв’язує си-
стему двох однакових паралельно закріплених пружин. У момент  
часу 0=t  на нерухомий вантаж D (mD =20 кг) встановлюють зверху 
вантаж Е (mE = 10кг). Статична деформація кожної з пружин з коефіціє-
нтом опору 330=b  Нс/м під дією вантажу D дорівнює =стδ 2 см. По-
чаток відліку осі Ох сумістити з положенням статичної рівноваги сис-
теми вантажів D, Е. 
 
Варіант 19. Система вантажів D ( =Dm 15 кг) та Е ( =Em 25 кг), 
встановлених на двох послідовно закріплених пружинах, які мають ко-
ефіцієнти жорсткості та опору c1 = 250 Н/см, c2 = 375 Н/см, == 21 bb 0, 
знаходиться у положенні статичної рівноваги. У момент часу 0=t  ван-
таж Е знімають з вантажу D. Одночасно основа у точці В починає здійс-
нювати рух за законом t30sin05,0=ξ  (м).  
 
Варіант 20. У момент часу 0=t  на закріплений на пружині неру-
хомий вантаж D встановлюють зверху вантаж Е, надаючи системі ван-
тажів D та Е початкову швидкість =0V 0,3 м/с у напрямку позитивного 
відліку координати Х. Кругова частот вільних коливань вантажу D на 
пружині 240 =ω  рад/с, відношення мас =Emm /0 3. Початок відліку  
осі Ох сумістити з положенням статичної рівноваги системи вантажів D  
та Е. 
 
Варіант 21-25. Знайти рішення коливального руху вантажу D по 
гладенькій нахиленій площині у напрямку осі Ох. Брусок, який з’єднує 
пружини, є невагомим. Рух бруска АВ, який займає у стані спокою пер-
пендикулярне осі АВ положення, вважати поступальним. 
 
Варіант 21. У момент часу 0=t  вантаж D ( =Dm 2 кг) приєднують 
у точках А і В до вільних кінців системи двох недеформованих парале-
льно закріплених пружин, які мають коефіцієнти жорсткості та  
опору c1 = 7 Н/см, c2 = 3 Н/см, == 21 bb 0. Одночасно вантажу D надають 
початкову швидкість =0V 0,4 м/с у напрямку позитивного відліку коор-
динати Х. Прийняти кут 045=α . 
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Варіант 22. Вантаж D у точці А прикріплений до пружини та утри-
мується на нахиленій площині ( 030=α ) у положенні рівноваги. При 
цьому статична деформація пружини =cтδ 2 см. У момент часу 0=t  
основа у точці В починає здійснювати рух за законом t10sin01,0=ξ  (м). 
 
Варіант 23. У момент часу 0=t  вантаж D ( =Dm 3 кг), без почат-
кової швидкості приєднують до бруска АВ, який зв’язує систему двох 
недеформованих паралельно закріплених пружин, які мають коефіцієн-
ти жорсткості та опору c1 = 2 Н/см, c2 = 4 Н/см, == 21 bb 6 Нс/м. Прийн-
яти кут 060=α . 
 
Варіант 24. У момент часу 0=t  вантаж D ( =Dm 1 кг) приєднують 
у точці А без початкової швидкості до системи двох недеформованих 
послідовно закріплених пружин, які мають коефіцієнти жорсткості та 
опору c1 = 12 Н/см, c2 = 4 Н/см, == 21 bb 0. Одночасно основа у точці В 
починає здійснювати рух вздовж нахиленої площини ( 030=α ) за зако-
ном t10sin5,1=ξ  (см). 
 
Варіант 25. Вантаж D ( =0m 1,5 кг) прикріплений до бруска АВ, 
підвищеному на двох однакових паралельних пружинах. Статична де-
формація кожної з пружин з коефіцієнтом опору b = 3 Нс/см під дією 
вантажу D, який знаходиться на нахиленій площині ( 030=α ) дорівнює 
=cтδ 4,9 см. У момент часу 0=t  вантажу D, який знаходиться в поло-
женні рівноваги, надають початкову швидкість =0V 0,3 м/с у напрямку 
від’ємного відліку координати Х. 
 
Варіант 26-30. Знайти рівняння коливального руху вантажу D у 
напрямку осі Ох з моменту дотику ним до плити, вважаючи, що при 
подальшому русі вантаж від плити не відділяється. Плита, яка займає в 
стані спокою горизонтальне положення, є невагомою. Рух плити вважа-
ти поступальним. 
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Варіант 26. Пролетівши вниз без початкової швидкості відстань                                    
h = 0,1 м, вантаж D ( =Dm 50 кг) з'єднується в момент часу 0=t  з пли-
тою, яка зв’язує систему двох недеформованих паралельно                      
закріплених пружин, які мають коефіцієнти жорсткості та опору                 
c1 = 600 Н/см, c2 = 400 Н/см, == 21 bb 0. 
 
Варіант 27. У момент часу 0=t  вантаж D ( =Dm 40 кг) встанов-
люють без початкової швидкості на плиту, яка зв’язує систему двох од-
накових паралельно закріплених недеформованих пружин, які мають 
кожна коефіцієнти жорсткості та опору c = 130 Н/см, b = 200 Нс/м. 
 
Варіант 28. Вантаж D без початкової швидкості падає на плиту з 
висоти h = 5 см. Плита закріплена на пружині, статична деформація якої 
під дією вантажу дорівнює =cтδ 1 см. 
 
Варіант 29. Плита закріплена на двох однакових паралельних пру-
жинах. У момент часу 0=t  вантаж D ( =Dm 200 кг) встановлюють на 
плиту і приєднують до третьої, розташованої зверху вантажу пружини. 
Пружини мають коефіцієнти жорсткості та опору c1 = c2 = 400 Н/см,                                     
c3 = 200 Н/см, == 21 bb 0. Одночасно вантажу надають початкову швид-
кість 6,00 =V  м/с, у напрямку позитивного відліку координати Х. На 
момент початку руху вантажу система трьох пружин знаходиться в не-
деформованому стані. 
 
Варіант 30. У момент часу 0=t  вантаж D ( =Dm 100 кг) встанов-
люють без початкової швидкості на плиту, яка закріплена на пружині, 
що має коефіцієнти жорсткості та опору b = 0. Одночасно основа у точці 
В починає здійснювати рух за законом t20sin5,0=ξ  (см). 
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